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Sammendrag

Denne studien tar for seg dybdelaring i matematikk, og undersgker om fokuset pa
dybdelaring kan medfare dyp forstaelse for et matematisk tema. Dybdelearing viser seg a
veere et mangfoldig begrep med ulike tolkninger og perspektiver. Studien presenterer ulike
synsvinkler som er relevante i skolesammenheng. For a fa en forstaelse av hva dybdelering i
matematikk kan veere, kobles de ulike perspektivene pa dybdelaring til forstaelse,

kompetanse og kyndighet i matematikk.

For & kunne diskutere hvordan fokuset pa dybdelaring pavirker elevers matematiske
forstaelse, ble det gjennomfart kvalitative intervjuer av VG3-elever. Hver for seg skulle tre
S2-elever og tre R2-elever vise sin forstaelse for temaet integrasjon. Seks elever gav
naturligvis ikke nok data til a trekke konklusjoner. Likevel kunne elevbesvarelsene utlgse en
meningsfull diskusjon. Spgrsmalene i intervjuene ble designet med utgangspunkt i teori
knyttet til dybdeleering og matematisk forstaelse, kompetanse og kyndighet.

Resultatene viser at de fleste informantene hadde overfladiske kunnskaper rundt
integrasjonstemaet. Blanding av matematiske konsepter, begrenset hukommelse og generelt

lite oversikt var tilfellet hos flere. Dette kan tyde pa at flere har tatt i bruk memorering som

leeringsstrategi fremfor & leere med forstaelse. Pa en annen side var det to elever som skilte seg

ut. De var i stand til & se sammenhenger, og forsta begreper og metoder. Samtidig viste ogsa
disse antydninger til overflatekunnskaper i enkelte situasjoner. Derfor kan jeg ikke med

sikkerhet si at de oppnadde dyp forstaelse for integrasjon. Det som likevel er sikkert, er at de

begge viste tegn til a ha god forstaelse for temaet. Dette kan tyde pa at fokuset pa dybdelering

kan ha bidratt positivt pa forstaelsen for noen elever, men ikke for alle.
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1. Innledning

1.1 Motivasjon for oppgaven

Som lektorstudent under fagfornyelsen, fikk jeg et noe distansert forhold til LK20. Selv om vi
i lgpet av studiet jobbet med de nye leereplanene, har jeg ikke fatt muligheten til & praktisere
dem over lengre tid. Pa avstand har jeg sett leerere bade rive seg i haret og uttrykke sin
begeistring over hva og hvordan elevene na skal lzere. Dette har gjort meg nysgjerrig pa det
nye begrepet dybdelaring, som pa mange mater er kjernen i de nye lereplanene. | den

forbindelse stilte jeg meg selv et spgrsmal som vekket interesse:

Har fokuset pa dybdelaring hatt positiv effekt pa elevenes forstaelse i matematikk?

Det er utfordrende & komme med et fullkomment svar pa dette. For det farste har de nye
lzereplanene nettopp blitt iverksatt i skolen og dybdelering er fortsatt et ferskt begrep. For det
andre kreves det store mengder data fra bade far og etter fagfornyelsen. Spgrsmalet matte
derfor avgrenses i forhold til de rammene jeg hadde for denne masteroppgaven. Jeg skal i
denne studien se nermere pa begrepet dybdelaering og diskutere hvorvidt dette fenomenet kan

ha positiv pavirkning pa elevenes forstaelse for et tema i matematikk.

1.2 Dybdeleeringens perspektiver

Dybdelaering er et komplekst begrep med ulike tolkninger og perspektiver. Begrepet dukker
opp i bade maskinlaring, kognitiv forskning, leereforskning og i skolen. En ma derfor veere
bevisst pa hvilket perspektiv en forholder seg til. Tidligere leerer, rektor og na seniorradgiver
innen skoleutvikling, Bjgrn Bolstad, har fremstilt ulike perspektiver pa dybdelaring gjennom

en illustrasjon (se figur 1).



Grad av

operasjon-

Dybdelering kan ses pa som et overordnet
leeringssyn som undervisningen skal bygge pa
(Bolstad, 2021). (Bolstad, 2021) peker pa at

andre gjerne snakker om Prosess

Tilnaerming/prinsipp (laeringssyn) alisering

dybdeleringsprosesser, metoder som skaper

dybdelering, eller leringsutbyttet elevene Metoder

sitter igjen med. Modellen er breiest nederst
og smalest gverst for & vise at det finnes flere  oqat (ringsutbytie)

metoder enn laeringssyn.

Figur 1: Ulike perspektiver pa dybdeleering (Bolstad, 2021)

Dybdeleringsbegrepet er mangfoldig og kan ha flere vinklinger. Selv om flere av
perspektivene skal bergres i denne studien, har jeg valgt a legge hovedvekt pa
Utdanningsdirektoratets definisjon:

«Vi definerer dybdelaring som det & gradvis utvikle kunnskap og varig forstaelse av
begreper, metoder og sammenhenger i fag og mellom fagomrader. Det innebarer at vi
reflekterer over egen laering og bruker det vi har lzrt pa ulike mater i kjente og ukjente
situasjoner, alene eller sammen med andre», (Utdanningsdirektoratet, 2019a).

1.3 Forskningsspgrsmal

En kan se at Utdanningsdirektoratet (Udir) farst og fremst beskriver dybdelaering som et
leringsutbytte hvor elevene tilegner seg kunnskap og forstaelse over tid. Siden det er Udir
som utvikler leereplanverket, har jeg valgt & ta utgangspunkt i deres tolkning under

formuleringen av forskningsspgrsmalet:

Kan et fokus pa dybdelering i matematikk gi VG3-elever dyp forstaelse for integrasjon?

Dette spgrsmalet skal besvares ved hjelp av teori og data fra videregdende skole. Teorien
baseres pa forskning knyttet til dybdelaring og kombineres med forstaelse, kompetanse og
kyndighet i matematikk.



2. Teori

2.1 Fra instruksjonisme til dybdekunnskap

2.1.1 Instruksjonisme

| godt over hundre ar har instruksjonisme vart den ledende undervisningspraksisen pa skoler
(Sawyer, 2022). Denne form for undervisning ble ifalge Saywer (2022) etablert tidlig pa
1900-tallet for a forberede elevene pa et liv i det industrialiserte samfunnet. Instruksjonismen
skulle forsikre elevene om a bli ngyaktige og lydige i yrkeslivet. I ar 1900 bestod nemlig 95%
av yrkene av det Sawyer (2022) kaller «low-skilled jobs». Dette krevde simpelthen a falge
enkle prosedyrer som andre hadde konstruert. Memorering av informasjon var derfor en
essensiell ferdighet og en stor del av utdannelsen pa denne tiden. | tillegg var det en tid uten
internett og annen kommunikasjonsteknologi, noe som gjorde det krevende a skaffe

ngdvendig informasjon.

Tidlig pa 1900-tallet visste forskere lite om hvordan elevene larte. Skolene vi har i dag er
derfor konstruert basert pa datidens antakelser (Sawyer, 2022). Sawyer (2022) beskriver en

instruksjonistisk forstaelse punktvis:

e Kunnskap er en samling av fakta om verden og prosedyrer for & lgse problemer.

o Malet med skolen er & fa disse faktaene og prosedyrene i elevens hode.

o Larere kjenner faktaene og prosedyrene, og jobben deres er a overfare disse til
elevene.

e Enklere fakta og prosedyrer bar leeres forst, etterfalgt av mer komplekse. Det er
lzererne, leerebokforfattere, eller andre eksperter som definerer hva som er «enkelt» og
«komplekst» - ikke elevene selv.

e Skolens suksess males ved a teste hvor mange av disse faktakunnskapene og

prosedyrene elevene har tilegnet seg.

Det er tydelig hvordan Sawyer (2022) beskriver den instruksjonistiske skolen. Memorering av

faktakunnskaper og prosedyrer var oppskriften pa suksess. Konstruktivisten Seymour Papert



har en lignende oppfatning av instruksjonisme. Han beskriver det som et laeringssyn der veien
til lering handler om a forbedre undervisningen (Papert, 1993). Papert (1993) som selv er
konstruktivist og tilhenger av Piaget, er kritisk til denne tankegangen. Konstruktivistene har
en mer minimalistisk holdning til undervisning. Malet skal veere & lere elevene mest mulig
ved & undervise minst mulig. Poenget til Papert (1993) er ikke at undervisningen skal kuttes
ut, men at elevene skal bruke sitt iboende og tilegne seg kunnskapen selv. «Kunnskapen barn
trenger som mest, er kunnskapen som hjelper dem a tilegne seg mer kunnskap» (oversatt fra
(Papert, 1993, 5.139)).

2.1.2 Dybdekunnskap

Tradisjonelt har leereforskere fokusert pa a fortelle lerere hvordan leeringsmalene kan oppnas
(Sawyer, 2022). Ifglge Sawyer (2022) fikk ikke lererne hjelp til a sette disse malene. Pa
1980-tallet begynte laereforskere a se seg rundt og studere andre fagfelt (Sawyer, 2022).
Sawyer (2022) nevner at bade psykologi, datavitenskap, filosofi og sosiologi ble
inspirasjonskilder til en ny og bedre undervisningstilnaeerming. Det ble forsket pa barns og
voksnens leringsevner bade i og utenfor skolesammenheng. Funnene var oppsiktsvekkende.

Instruksjonismen inneholdt store sprekker.

Videre forteller Sawyer (2022) at kognitive vitenskapsmenn besgkte klasserom og oppdaget at
barn tilegnet seg undervisningsmateriell bedre. Barna var i stand til & generalisere og overfare
material fra en kontekst til en annen. Dette skjedde som en fglge av endring i
undervisningspraksis, hevder Sawyer (2022). Larerne gikk nemlig fra a tilrettelegge for
overflatekunnskap til 4 fokusere pa dybdekunnskap hos elevene. Dette gjorde de ved a blant
annet gi problemer knyttet opp mot hverdagen (Sawyer, 2022).

Etter en grundig forskningsprosess pa 90-tallet, kom leereforskere med oppdatert kunnskap

om lering (Sawyer, 2022):

e Dypere forstaelse av begreper er viktig
e Kunnskap henger sasmmen med annen kunnskap, ogsa pa tvers av fagfelt
e Elevene ma delta aktivt i egen lereprosess

e Elevene ma fa rom til & drafte virkelighetsneare oppgaver



e Elevene larer ofte mer effektivt i gruppeaktiviteter med en veiledende lerer tilstede

e Barn laerer best nar leerestoffet bygger pa tidligere kunnskap

Videre i oppgaven vil en se at disse funnene har vaert avgjgrende for den nye kursen i norsk
skoleopplaring. Overflatekunnskap er ikke lenger godt nok. Dypere forstaelse skal ruste

elevene bedre for det moderne samfunnet.

2.2 Dybdelzring fra et kognitivt perspektiv

Lering handler om & endre atferd. Nar en gar i dybden av dybdelaringsbegrepet vil det derfor
veere naturlig a se pa det fra det kognitivt stasted. Hvilken tankevirksomhet ma ligge til grunn
for at elevene skal lzere noe i dybden?

2.2.1 Kognitive endringer

Professor i psykologi og datavitenskap Stellan Ohlsson, betegner dybdelaering som ikke-
monotone kognitive endringer (Ohlsson, 2011). Disse dype kognitive endringene deler han
inn i creativity, adaptation og conversion (se figur 2). Minst ett av disse prinsippene ma ifalge
Ohlsson (2011) ligge til grunn for at noe skal kalles dybdelearing. Bolstad (2021) har gode

oversettelser og beskrivelser av de tre prinsippene.

Abstract principles
of deep learning

Unification \

Creative Adaptation Conversion of
problem solving of cognitive skills beliefs

X
O O o/\o o/\o

Observation

Figur 2: Dybdelaringens tre prinsipper (Ohlsson, 2011)

Kreativ problemlgsning (creativity) handler om & bruke tidligere kunnskap pa nye mater, altsa
bryte med allerede etablerte tankemgnstre (Bolstad, 2021). (Bolstad, 2021) trekker paralleller
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til det daglige uttrykket «a tenke utenfor boksen». Det innebaerer & endre tankesettet sitt for a
kunne lgse nye problemer (Bolstad, 2021). | sammenheng med kreativitet, trekker Ohlsson
(2011) frem verbene create, discover og invent som henholdsvis kan oversettes til & skape,
utforske og oppdage. Senere i oppgaven Vil en se at dette er sentrale begreper knyttet til

dybdeleringsbegrepet.

Overfgring av lering (adaptation) dreier seg om & overfgre det man har lart til nye
sammenhenger (Bolstad, 2021). Ohlsson (2011) sikter til at en dypere forstaelse farer til at
man er i stand til a tilpasse kunnskap og ferdigheter mellom kontekster. Overfgring av laring
og kreativitet blir ofte behandlet adskilt, hevder Ohlsson (2011), men fremhever at disse
begrepene har store likheter. «<Nar man fremprovoserer forandring ved & opptre annerledes,

ma noe ha endret seg i forstanden» (oversatt fra (Ohlsson, 2011, s. 22)).

Endring av oppfatninger (conversion) vil si at man gar fra a ikke vite og forsta noe til a vite og
forsta det (Bolstad, 2021). Nar vi laerer, tar vi til oss informasjon som vi ikke hadde kjennskap
til eller forstod tidligere. Bolstad (2021) relaterer en slik overfgring av informasjon til
opplaringen i skolen. Store deler av opplaeringen gar ut pa at elevene tar til seg informasjon
fra leerere, ofte faktaopplysninger. Bolstad (2021) understreker at lzering handler like mye om

a justere egne oppfatninger ved a korrigere misforstaelser.

2.2.2 Metakognisjon og selvregulert lering

Metakognisjon er et viktig begrep i leereforskning og i beskrivelser av dybdelearing. Dette
omfatter det a tenke over egne tankeprosesser (Sawyer, 2022). For elever i skolen, handler
metakognisjon om a lzere a reflektere over egen tenking og leering (Meld. St. 28 (2015-2016)).
Dette inkluderer a velge hensiktsmessige lgsningsstrategier under problemlgsning og mestre
disse (Meld. St. 28 (2015-2016)). A veere bevisst pd egne leringsstrategier og kunne regulere
disse, effektiviserer elevenes tilegnelse av kunnskap (Meld. St. 28 (2015-2016)).
Kunnskapsdepartementet fremhever derfor viktigheten av god underveisvurdering og
egenvurdering i fagene (Meld. St. 28 (2015-2016)).



For & lzere & laere pa en effektiv mate bar elevene ifglge Sawyer (2022) farst og fremst ha et
rikt utvalg av taktikker og strategier for leering. Videre understreker Sawyer (2022)
viktigheten av det a skaffe seg oversikt over hva problemet dreier seg om, og vite hvilke
leeringsstrategier som egner seg best. | tillegg ma elevene kunne regulere laringsprosessen sin
(Sawyer, 2022). Selvregulering handler om & systematisk organisere egne tanker, falelser og

handlinger for & oppna satte mal (Schunk & Greene, 2018).

Selvregulert lzering kan ifglge Schunk og Greene (2018) deles inn i fire faser. | farste fase
bruker eleven minnet sitt ssmmen med ytre omgivelser til a finne forhold som kan kobles til
oppgaven som skal Igses. | andre fase setter eleven mal for arbeidet med oppgaven og
planlegger hvordan malene skal oppnas. | tredje fase tar eleven fatt pa selve oppgaven. |
fjerde og siste fase finner eleven forbedringer til neste gang en tilsvarende oppgave skal

angripes.

Metakognisjon er det som driver selvregulert laering (Sawyer, 2022). For at elevene skal
anvende og utvikle selvregulert lzering, ma leeringsmiljget vaere formet pa en mate som
oppfostrer effektiv bruk av metakognitive strategier (Sawyer, 2022). Her er ngkkelen ifglge
Sawyer (2022) a forsta forholdet mellom de sammenflettede komponentene metakognisjon og

motivasjon.

2.3 Dybdelaering i fagfornyelsen

«Et samfunn i endring krever ogsa en skole som fornyer seg. Regjeringen foreslar derfor a
fornye fagene i skolen for a gi elevene mer dybdeleering og bedre forstaelse.»

Utdrag fra regjeringens melding til Stortinget i 2016 (Meld. St. 28 (2015-2016)).

2.3.1 Ludvigsen-utvalget

| 2013 opprettet Stoltenberg-regjeringen et utvalg med professor Sten Ludvigsen i spissen
(Meld. St. 28 (2015-2016)). Utvalget skulle vurdere om innholdet pa skolen la til rette for
kompetanse og grunnleggende ferdigheter som elevene trenger i det fremtidige samfunns- og
yrkeslivet (Meld. St. 28 (2015-2016)). Matte det endringer til i skolen for & oppna denne



kompetansen og disse ferdighetene? Burde dagens fagstruktur beholdes eller skrinlegges?

Slike sparsmal skulle Ludvigsen-utvalget ta for seg og besvare.

| forskningsarbeidet gjennomfarte utvalget grundige studier av internasjonal leereforskning
(Meld. St. 28 (2015-2016)). Deriblant har Sawyer sin farste utgave av handboken om
leereforskning veert til stor inspirasjon for utvalgets utredninger. 1 2014 og 2015 la utvalget
frem sin delutredning NOU 2014: 7 Elevenes leering i fremtidens skole og hovedutredning
NOU 2015: 8 Fremtidens skole: fornyelse av fag og kompetanser. Delutredningen legges til
grunn for hovedutredningen som presenterer utvalgets anbefalinger til fremtidige
kompetansekrav og fagfornyelse i skoleverket (Meld. St. 28 (2015-2016)). Blant
anbefalingene dukker dybdelzering opp som et sentralt begrep (Meld. St. 28 (2015-2016)).

2.3.2 Ludvigsen-utvalgets beskrivelse av dybdelering
Ludvigsen-utvalget har i sine utredninger flere beskrivelser av hva de legger i begrepet

dybdelaring:

«Dybdelaring handler om at elevene gradvis utvikler sin forstaelse av begreper og
sammenhenger innenfor et fagomrade. Det handler ogsa om & forsta temaer og

problemstillinger som gar pa tvers av fag- eller kunnskapsomrader» (NOU 2014: 7, s. 35).

«Dyhdelering innebzrer at elevene bruker sin evne til & analysere, lgse problemer og
reflektere over egen leering til & konstruere helhetlig og varig forstaelse» (NOU 2014: 7, s.
35).

Utvalget peker spesielt pa begrepene forstaelse, progresjon, og refleksjon nar de forklarer
dybdelering i sine utredninger. Jeg skal derfor ta for meg disse begrepene i lys av utvalgets

perspektiv pa dybdelering.

Forstaelse er trolig begrepet som tar mest plass i Ludvigsen-utvalgets definisjoner og
beskrivelser av dybdelaring. Elevene skal ha en varig forstaelse av begreper, ssmmenhenger,
tema og problemstillinger i og pa tvers av fagene. Bolstad (2021) skildrer forstaelsesbegrepet

i en skolefaglig kontekst ut fra skoleforskerne Gardner og Mansillas fire dimensjoner:



1. Hensikt dreier seg om a forsta hvorfor vi trenger a laere det vi laerer og betydningen av
det.

2. Kunnskap handler om & kjenne viktige fakta, begreper og teorier og sette disse i en
sammenheng.

3. Metode gar pa a kjenne hvilke metoder som brukes i faget og hvordan kunnskapen
oppstod.

4. Form handler om & forsta og kunne bruke fagets kommunikasjonsmidler. | dette inngar

sprak, visuelle representasjoner og uttrykksformer.

Forstaelse er ifglge Ludvigsen-utvalget bade en forutsetning og en konsekvens av
dybdeleering (NOU 2015: 8). Derfor mener de at skolene bgar rette sgkelyset mot
leereprosesser som gir elevene forstaelse. Dette kan nemlig bidra til gkt motivasjon og en

opplevelse av mestring og relevans pa skolen (NOU 2015: 8).

A utvikle dybdelaring og forstaelse innebaerer ogsa at elevene reflekterer over sin egen laring
(NOU 2015: 8). Utvalget mener derfor at metakognisjon bar vektlegges i skolen. I samfunns-
og arbeidslivet kreves det at man videreutvikler egen kunnskap og kan sette seg inn i nye
kunnskapsomrader (NOU 2015: 8). Elever som er bevisst over sin egen lering er i bedre stand
til & lgse problemer pa en reflektert mate, bade alene og sammen med andre (NOU 2015: 8).
Dette henger tett sammen med a ta initiativ over egen leringsprosess, som inngar i begrepet
selvregulert lering (NOU 2015: 8). A styre deler av leereprosessen sin krever ifglge utvalget
at elevene laerer strategier for & planlegge, overvake og vurdere den. Selvregulering og
metakognisjon er begge kilder til engasjement i egen leereprosess pa en mate som utvikler

dybdelering, understreker de.

Progresjon er ogsa et begrep som utvalget legger tett opp mot dybdelearing. Progresjon har en
leeringspsykologisk side som gar pa elevenes utvikling av forstaelse over tid (NOU 2015: 8).
Siden gradvis utvikling av forstaelse er et kjennetegn pa dybdelering, kan en si at dette
henger sammen med progresjon. Progresjon muliggjar dybdelaering og derfor mener utvalget
at leereplanen bgr ha en tydelig progresjon. Samtidig bgr mengden kompetansemal veere faerre
for a redusere stofftrengselen i fagene (NOU 2015: 8). Dette skaper mer tid og rom for
tilrettelegging av dybdelaring (NOU 2015: 8). Tid er nemlig en ngkkelfaktor i diskusjonen

om dybdelaering. Ludvigsen-utvalget setter et sparsmaltegn ved den tradisjonelle



fagstrukturen som de mener kan veere til hinder for dybdelaering (NOU 2014: 7). Arsaken er

de hyppige overgangene til nye fag som elevene ma forholde seg til i lzpet av skoledagen
(NOU 2014: 7). A gé inn i dybden i et lzerestoff krever derfor tid og progresjon (NOU 2014:

7).

2.3.3. Dybdeleering vs overflateleering

Som en motpol til dybdelaering introduserer Ludvigsen-utvalget begrepet overflateleering

(NOU 2014: 7). Dette beskrives som et leeringssyn der overfgring av kunnskap star i sentrum

(NOU 2014: 7). Fakta og prosedyrer memoreres uten a kunne koble disse kunnskapene til nye

situasjoner (NOU 2015: 8). Utvalgets skildring av overflatelaering samsvarer med Sawyer

(2022) sin beskrivelse av den tradisjonelle instruksjonistiske klasseromspraksisen. Sawyer

(2022) har i sine utgaver av handboken presentert forskjellene pa dybdeleering og

overflateleering gjennom en tabell oversatt av Ludvigsen-utvalget (se tabell 1).

Dybdelering

Learning knowledge deeply (from cognitive science)

Overflatelzering

Traditional classroom practises (instructionism)

Elever relaterer nye idéer og begreper til
tidligere kunnskap og erfaringer.

Elever organiserer egen kunnskap i begreps-
systemer som henger sammen.

Elever ser etter mgnstre og underliggende
prinsipper.

Elever vurderer nye idéer og knytter dem til
konklusjoner.

Elever forstar hvordan kunnskap blir til
gjennom dialog og vurderer logikken i et
argument kritisk.

Elever reflekterer over sin egen forstaelse og
sin egen laereprosess.

Elever jobber med nytt lerestoff uten a
relatere det til det de kan fra far.

Elever behandler leerestoff som atskilte
kunnskapselementer.

Elever memorerer fakta og utferer
prosedyrer uten & forsta hvordan eller
hvorfor.

Elever har vanskelig for a forsta nye idéer
som er forskjellige fra de som er mgtt i
lereboka.

Elever behandler fakta og prosedyrer som
statisk kunnskap, overfart av en allvitende
autoritet.

Elever memorerer uten a reflektere over
formalet eller over egne laeringsstrategier.

Tabell 1. Dybdelering vs overflatelzering (Sawyer, 2022) oversatt av Ludvigsen-utvalget
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Fra tabell 1 kan en se at Sawyer (2022) tydelig skiller pa hvordan behandling av larestoff og
kunnskap fremkommer i dybdelaring og i overflateleering. Dybdelaring handler om a
organisere egen kunnskap, se mgnstre og relatere nytt laerestoff til det man allerede kan. |
tillegg ser man pa kunnskap med et kritisk blikk og reflekterer over det man lerer. Fra et
overflateleringsperspektiv dreier det seg mer om & memorere fakta og fremgangsmater uten a
se forbindelser. Da blir det utfordrende a lgse nye typer oppgaver man ikke har sett for.
Dessuten blir refleksjoner over hensikt og egen laereprosess et utelatt element i

overflatelering.

2.3.4 Sammenhengen mellom dybdelaering og kompetanse i LK20

Basert pa Ludvigsen-utvalgets anbefalinger og kunnskapsdepartementets melding til
Stortinget i 2015, ble en fornyelse av Kunnskapslgftet et faktum. Mellom 2017 og 2019
pagikk arbeidet med a fastsette Laereplanverket for Kunnskapslgftet 2020 (LK20) med
dybdelaering i fokus (Utdanningsdirektoratet, 2021). Nye og tydeligere kjerneelementer samt
feerre kompetansemal skulle forme de nye og bedre lereplanene i fagfornyelsen (Meld. St. 28
(2015-2016)). Laererne skulle dermed kunne legge bedre til rette for elevenes varige forstaelse
for de mest sentrale elementene i fagene (Meld. St. 28 (2015-2016)).

Det er ingen tilfeldighet at dybdeleering beskrives under fagkompetanse i overordnet del.
Dybdelaering har nemlig tett tilknytning til begrepet kompetanse (NOU 2015: 8).
«Kompetanse betyr a kunne mestre utfordringer og lgse oppgaver i ulike ssmmenhenger og
omfatter bade kognitiv, praktisk, sosial og emosjonell lzering og utvikling, inkludert
holdninger, verdier og etiske vurderinger» (NOU 2015: 8, s. 14). Kompetanse er altsa noe

man oppnar og skal utvikle i skoleopplaringen.

| LK20 sin overordnet del er falgende formulert under «Kompetanse i fagene»:

«Skolen skal gi rom for dybdeleering slik at elevene utvikler forstaelse av sentrale elementer
og sammenhenger innenfor et fag, og slik at de leerer & bruke faglige kunnskaper og
ferdigheter i kjente og ukjente sammenhenger. | arbeidet med fagene skal elevene mate
oppgaver og delta i varierte aktiviteter av stadig gkende kompleksitet. Dybdelzring i fag

innebzrer a anvende kunnskaper og ferdigheter pa ulike mater, slik at elevene over tid kan
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mestre ulike typer faglige utfordringer individuelt og i samspill med andre.»
(Utdanningsdirektoratet, 2017a)

En ser at Udir sin fremstilling av dybdelaring er i trad med bade Sawyer (2022) og
Ludvigsen-utvalget sine beskrivelser. Bade utvikling av forstaelse, det 4 se sammenhenger og
mestre utfordringer over tid med gkende kompleksitet (progresjon), er ofte involvert nar
dybdeleering omtales. En ser at Ohlsson (2011) sin overfagring av leering linkes til det Udir
(2017a) sier om a bruke kunnskap og ferdigheter i ulike sammenhenger. Refleksjon over egen
lereprosess, som bade Sawyer (2022) og Ludvigsen-utvalget mener henger sammen med
dybdelaring, nevnes ikke i dette sitatet. Likevel kommer dette frem i bade Udir (2019a) sin
definisjon (se innledning) og i videoen om dybdelaring (Utdanningsdirektoratet, 2018a). |
tillegg fremheves viktigheten av metakognisjon under «A lare & lere»
(Utdanningsdirektoratet, 2017b).

Begrepene dybdelaring og kompetanse overlapper og har mye til felles
(Utdanningsdirektoratet 2018b). Udir (2018b) understreker at begge begrepene fremhever det
a virkelig forsta noe. Dette star ifglge Udir (2018b) i kontrast til det & bare gjengi fakta og
utfgre inngvde prosedyrer. A anvende kunnskaper og ferdigheter, altsd & bruke det man har
leert i kjente og ukjente situasjoner, er sentrale elementer i begge begrepene
(Utdanningsdirektoratet 2018b). Det a lere a lare er en tydelig definisjon av bade
dybdelaring og kompetanse, papeker Udir (2018b). Elevene skal vare i stand til & reflektere
over egen leering og legge en plan for sitt eget leeringsforlap. Dette er viktig for & kunne velge
hensiktsmessige leeringsstrategier nar man skal tilegne seg kunnskaper og ferdigheter
(Utdanningsdirektoratet 2018b). For a skille kompetansebegrepet fra dybdeleeringsbegrepet,
velger Udir (2018b) a beskrive kompetanse som det elevene skal oppna i oppleeringen, altsa
mer om resultatet av selve leringen. For & oppna kompetanse understreker de at dybdelaring

er en helt ngdvendig forutsetning.

2.4 Dybdelzaering og kompetanse i matematikk

Det er forelgpig lite forskningslitteratur omhandlet dybdeleaering i matematikk. Likevel finnes
det et bredt spekter av forskning pa matematisk kompetanse, dypere forstaelse for matematikk
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og lering i matematikk. Bade Ludvigsen-utvalget og Udir (2018a) gjer det klart at

dybdelering er en forutsetning for kompetanseoppnaelse. Det vil derfor veere naturlig a bergre

disse temaene nar en skal se pa dybdelaring i matematikk.

2.4.1. Matematisk kyndighet

Professor innen matematikkopplaering, Jeremy Kilpatrick, har
sammen med sin komité forsket pa matematikk og leering
(Kilpatrick, 2001). De har valgt & bruke mathematical
proficiency som et samlebegrep for expertise (ekspertise),
competence (kompetanse), knowledge (kunnskap) og facility
(ferdigheter) i matematikk. Mathematical proficiency kan

oversettes til matematisk kyndighet og skal fange opp det det

betyr & laere matematikk pa en vellykket mate (Kilpatrick, 2001).

Kilpatrick (2001) deler matematisk kyndighet inn i fem

sammenflettede komponenter (se figur 3):
Conceptual understanding  (begrepsmessig forstaelse)
Procedural fluency (prosedyrekunnskap)
Strategic competence (strategisk tankegang)
Adaptive reasoning (resonnering)

Productive disposition (engasjement)

Conceptual
Understanding

Strategic
Competence

Productive
Disposition

Adaptive \ / Procedural
Reaso& i / Fluency

& (7] 5

>y

Intertwined Strands of Proficiency

Figur 3. Tradmodellen for kyndighet

Oversettelsene til komponentene er hentet bade fra Ludvigsen-utvalgets hovedutredning
(NOU 2015: 8) og Matematikksenteret (Nosrati & Weege, 2018). Tradmodellen har veert
sentral nar de henholdsvis tar for seg kompetanse og dybdelaring i matematikk. Videre

presenteres de fem komponentene til Kilpatrick (2001).

Begrepsmessig forstaelse handler om a bygge begrepsstrukturer og se sammenhenger mellom

matematiske begreper, idéer og prosedyrer (Kilpatrick, 2001). Det innebeerer ifglge Kilpatrick
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(2001) a knytte nye idéer til allerede laerte matematiske idéer og forsta viktigheten av disse
Det er ikke nok & memorere fakta, formler og regneregler, understreker han. Begrepsmessig
forstaelse gjer det enklere a huske og bruke fakta og metoder korrekt. Siden disse faktaene og
prosedyrene er laert med forstaelse, kan de rekonstrueres dersom de glemmes. Kilpatrick
(2001) poengterer at det er lite sannsynlig at elever husker en metode feil dersom den er
forstatt. Begrepsmessig forstaelse gjer i tillegg elevene i stand til & benytte ulike
representasjoner til & lgse matematiske problemer pa en passende mate (Kilpatrick, 2021).

Prosedyrekunnskap dreier seg om & ha kunnskap om matematiske prosedyrer og kunne bruke
disse fleksibelt, ngyaktig, effektivt og hensiktsmessig (Kilpatrick, 2001). Kilpatrick (2001)
fremhever at mange matematiske oppgaver i hverdagen krever en algoritmisk flyt i bade
beregninger for hand og hoderegning. Han peker ogsa pa viktigheten av & veare ngyaktig og
effektiv for & kunne lgse oppgaver korrekt pa en hurtig mate. Dette er ifalge Kilpatrick (2001)
trenbare ferdigheter. I tillegg vil gkt fleksibilitet rundt prosedyrer styrke elevenes evne til a
lzse forskjellige oppgavetyper i ulike sammenhenger. Kilpatrick (2001) hevder at elevene ofte
har utfordringer med & koble matematikkoppgaver de mgter i skolen til dagligdagse
matematiske problemer, og dermed behandler disse adskilt. Dette er et resultat av manglende
forstaelse for prosedyrene, forklarer han. Nar elevene gver pa prosedyrer de ikke forstar, er
faren starre for at de leerer prosedyrene feil. Slike misoppfatninger er ifglge Kilpatrick (2001)
utfordrende & korrigere, spesielt hvis elevene har levd med disse misoppfatningene over
lengre tid. Derfor bar prosedyrekunnskap falges av begrepsmessig forstaelse, papeker han.
Kilpatrick (2001) forteller videre at disse to komponentene ofte blir sett pa som motpoler i
skolematematikken. Det gjer at prosedyrekunnskap havner i et ufortjent darlig lys. Bade
begrepsmessig forstaelse og prosedyrekunnskap er viktige komponenter som bar utvikles
parallelt og flettes sammen i den matematiske leereprosessen (Kilpatrick, 2001).

Strategisk tankegang eller anvendelse handler om a kunne formulere, representere og lgse
matematiske problemer (Kilpatrick, 2001). Dette kan ifglge Kilpatrick (2001) assosieres med
problemformulering og problemlgsning som er velkjente fenomener fra didaktisk og kognitiv
forskning. | mattetimene er det ofte klart hva elevene skal lgse, mens i dagliglivet ma
problemene gjerne formuleres selv, poengterer han. Dette krever erfaring og gving like mye

som selve problemlgsningsprosessen. Nar problemet er formulert, vil neste steg vere a
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representere dette pa matematisk vis (Kilpatrick, 2001). Det kan veere med tall, symbol, ord
og/eller grafer. A kunne representere krever at elevene danner seg et mentalt bilde av de
viktige elementene i problemet og er i stand til & sette dette opp pa en hensiktsmessig mate
(Kilpatrick, 2001). Nar problemet skal lgses, gjelder det ifglge Kilpatrick (2001) a se
matematiske sammenhenger og veere fleksibel i valg av lgsningsstrategier. En god
problemlgser kan bruke kunnskaper og erfaringer til & koble matematiske konsepter til
hverandre, og deretter velge fornuftig lgsningsstrategi (Kilpatrick, 2001).

Resonnering handler om & kunne se og forklare den logiske koblingen mellom matematiske
konsepter og kontekster (Kilpatrick, 2001). Elevene gar da gjennom en mental prosess som
innebeerer vurdering av ulike alternativer og rettferdiggjering av konklusjoner. | et
matematisk resonnement er det ifglge Kilpatrick (2001) naturlig a ta utgangspunkt i noe kjent
og bygge videre pa dette. | siste del av resonnementet skal eleven kunne vurdere om valgt
lgsningsstrategi er gunstig og om lgsningen gir mening. Resonnering er en viktig komponent i
problemlgsning, understreker Kilpatrick (2001). Elevene bruker strategisk tankegang til 4
formulere et problem og representere det far det resonneres frem en hensiktsmessig

lgsningsstrategi (Kilpatrick, 2001).

Engasjement dreier seg om & kunne se verdien av matematikk (Kilpatrick, 2001). Kilpatrick
(2001) papeker at matematikk er nyttig, og matematisk kompetanse lgnner seg i daglig- og
yrkesliv. Elevene ma ha en indre tro pa at de er i stand til a forsta, leere og bruke matematikk
til & lgse problemer. Desto flere matematiske konsepter de forstar, desto mer mottakelig blir
matematikk, understreker han. Dersom elevene sjeldent blir eksponert for utfordrende
oppgaver, vil de tro at det & leere matematikk kun handler om & memorere, og mister derfor
selvtillit i leereprosessen. Kilpatrick (2001) papeker at elever som ser pa sine matematiske
evner som stasjonzre, der matteprgver er en test av disse evnene, har stgrre sjanse for a unnga
utfordrende oppgaver og fagle seg mislykket. Elever som har et mer utvidet perspektiv, og
tenker at matematiske evner kan utvikles ved gvelse og erfaring, sgker i stgrre grad

utfordringer i matematikken og leerer av dette (Kilpatrick, 2001).
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En ser at Kilpatrick (2001) har gode argumenter for at begrepsmessig forstaelse,
prosedyrekunnskap, strategisk tangegang, resonnering og engasjement er viktige elementer i
elevenes laereprosess i matematikk. De representerer hver sine aspekter samtidig som de er
flettet sammen og avhengige av hverandre. Matematisk kyndighet skal gjere elever i stand til
a hamle opp med matematiske problem som oppstar i hverdagen og forberede dem pa videre
studier (Kilpatrick, 2001). Dette er en tidkrevende prosess som bgr igangsettes allerede nar
barna er sma, advarer Kilpatrick (2001). Han mener kognitiv forskning statter idéene som har
baret frem de fem komponentene. Hvordan elever representerer og kobler sammen
kunnskapsdeler er avgjerende for om de vil fa en dyp forstaelse og er i stand til 4 lgse
matematiske problemer (Kilpatrick, 2001). Mentale representasjoner og organisering av
kunnskap bidrar ifglge Kilpatrick (2001) til bedre hukommelse og mental flyt samt forenkling
av lzerestoff. Pa bakgrunn av dette er leering med dyp forstaelse mer betydningsfullt enn
memorering. Han legger ogsa til at kognitiv forskning innen problemlgsning har dokumentert
viktigheten av metakognisjon, noe bade Sawyer (2022), Ludvigsen-utvalget og Nosrati og
Weege (2018) statter.

2.4.2 Matematisk kompetanse og kjerneelementer i leereplanverket
Ludvigsen-utvalget beskriver matematisk kompetanse ved hjelp av Kilpatrick (2001) sine fem
komponenter for matematisk kyndighet. De fremhever viktigheten av a utvikle komponentene
parallelt slik at forbindelsene mellom dem blir styrket og elevene klarer & utvikle en varig og
fleksibel matematisk kompetanse som er nyttig og relevant (NOU 2015: 8). Dette har tydelig
satt sitt preg pa det nye lereplanverket. Utdanningsdirektoratet bergrer matematisk
kompetanse under overskriftene «om faget», «kompetansemal og vurdering» og i
stattelitteratur. Jeg har valgt & oppsummere hva Udir legger i matematisk kompetanse

punktvis.

Kompetanse i matematikk inneberer:

e 4 jobbe utforskende og problemlgsende (Utdanningsdirektoratet, 2020c).
e 4 se, forstd og generalisere matematiske sammenhenger (Utdanningsdirektoratet,
2020c).

e 4 bruke det de har laert i kjente og ukjente situasjoner (Utdanningsdirektoratet, 2020a).
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e a kommunisere ved hjelp av matematisk sprak (Utdanningsdirektoratet, 2020c).
e aresonnere og argumentere for gyldigheten av strategier og lgsninger
(Utdanningsdirektoratet, 2020c).

o areflektere over egen lering (Utdanningsdirektoratet, 2018b).

Udir (2020a) peker pa viktigheten av at elevene bygger sin matematiske kompetanse steg for
steg slik at de opparbeider seg en solid grunnmur. Derfor har faget na fatt en tydeligere
progresjon med faerre kompetansemal etter hvert skoletrinn. Dette gir ogsa mer tid til
dybdelaering (Utdanningsdirektoratet, 2020a). Kompetansemalene pa de farste trinnene
vektlegger ifglge Udir (2020a) det a lage og falge regler og instruksjoner i lek- og
spillsammenheng. Videre skal elevene selv kunne konstruere og ta i bruk algoritmer og
fremgangsmater gjennom bruk av variabler, vilkar og lekker. Et rikt begrepsapparat, god
tallforstaelse og gode strategier sier Udir (2020a) er viktig for a kunne lgse matematiske
problemer. Pa videregaende er kompetansemalene tilpasset godt til de ulike
utdanningsprogrammene. | praktisk matematikk er den praktiske nytten vektlagt, og malet er
at elevene skal kunne modellere og utforske hverdagslige problemer ved hjelp av matematikk
(Utdanningsdirektoratet, 2020a). | teoretisk matematikk skal elevene forberedes pa videre
studier der bruk av teoretiske verktgy, problemlgsning og resonnering er i fokus
(Utdanningsdirektoratet, 2020a).

Som tidligere nevnt innebaerer dybdelaring a tilegne seg varig forstaelse. Forstaelse i
matematikk involverer et fokus pa kjerneelementene i faget (Utdanningsdirektoratet, 2020a).
Kjerneelementene uttrykker ifglge Udir (2019b) det elevene ma lare for & kunne mestre og
anvende faget. De skal prege innholdet sammen med kompetansemalene og over tid bidra til
elevenes forstaelse og evne til 2 se sammenhenger (Utdanningsdirektoratet, 2019b). | det nye
leereplanverket fremstilles seks kjerneelementer i matematikk som jeg skal ta for meg i
korthet:

Utforsking og problemlgsning
Modellering og anvendelser

Resonnering og argumentasjon

W np e

Representasjon og kommunikasjon
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5. Abstraksjon og generalisering

6. Matematiske kunnskapsomrader

Utforsking og problemlgsning

Utforsking dreier seg om a lete etter mgnster, se sammenhenger og diskutere seg frem til en
felles forstaelse (Utdanningsdirektoratet, 2020a). Strategier og fremgangsmater skal ifalge
Udir (2020a) legges mer vekt pa enn selve lgsningene. Problemlgsning dreier seg om a utvikle
metoder for & lgse ukjente problemer (Utdanningsdirektoratet, 2019d). Algoritmisk tenking
fremheves som en viktig del av elevenes matematiske kompetanse (Utdanningsdirektoratet,
2020a). Udir (2019c) kaller dette en problemlgsningsstrategi som inneberer vurdering av
problemets formulering og hensiktsmessig lgsningsstrategi. Algoritmisk tenking handler ogsa
om & bryte ned et komplekst problem til mindre, handterbare og lgselige delproblemer
(Utdanningsdirektoratet, 2019c). Dette involverer ifglge Udir (2019c) organisering og
analysering av informasjon og konstruering av fremgangsmater/algoritmer for & lgse

problemet.

Modellering og anvendelser

En matematisk modell uttrykker en bit av virkeligheten gjennom matematisk sprak
(Utdanningsdirektoratet, 2019d). Elevene skal kunne lage slike modeller og gjare en kritisk
vurdering av modellenes gyldighet og bruksomrader. Gjennom anvendelse skal elevene fa
innsikt i hvordan matematikk kan brukes i ulike kontekster i faget, pa tvers av fag og i det

daglige.

Resonnering og argumentasjon

Resonnering i matematikk gar pa a falge, forsta og vurdere matematiske tankesett
(Utdanningsdirektoratet, 2019c¢). Udir (2019c) papeker at elevene skal evne a resonnere selv
og forsta hvorfor matematiske konsepter og lgsninger er som de er. Argumentasjon dreier seg
ifelge (Udir, 2019¢) om a begrunne fremgangsmater, resonnement, Igsninger og kan
argumentere for at disse er gyldige gjennom bevis. Argumentasjon, resonnering og

gyldighetsvurdering bgr gjennomsyre hele opplaeringslgpet (Utdanningsdirektoratet, 2020a).
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Representasjon og kommunikasjon

Representasjoner i matematikk er mater a uttrykke matematiske begreper, sammenhenger og
problemer pa (Utdanningsdirektoratet, 2019d). Dette kan veere gjennom ord, symboler
og/eller visualiseringer. Elevene skal ifglge Udir (2019d) vere i stand til & benytte seg av
ulike representasjoner av matematiske problemer og begrunne representasjonsvalg.
Kommunikasjon i matematikk handler om a kunne uttrykke seg ved hjelp av matematisk
sprak (Utdanningsdirektoratet, 2019d).

Abstraksjon og generalisering

Abstraksjon dreier seg om a utvikle et formelt matematisk sprak og formelle resonnement
(Utdanningsdirektoratet, 2019c). Generalisering handler om det & se matematiske
sammenhenger og strukturer, og kunne utrykke dette ved hjelp av algebra og hensiktsmessige

representasjoner (Utdanningsdirektoratet, 2019c).

Matematiske kunnskapsomrader

Matematiske kunnskapsomrader omhandler kunnskapen elevene trenger for a utvikle
matematisk forstaelse gjennom utforsking av sammenhenger innad og mellom omradene.
(Utdanningsdirektoratet, 2019c). Disse kunnskapsomradene er ikke like for alle trinn, papeker
Udir (2019c). For matematikk i grunnskolen omfatter omradene tallforstaelse, algebra,
funksjonsleere, geometri og statistikk (Utdanningsdirektoratet, 2019c). | f.eks. matematikk S
og R er omradene knyttet til matematisk teori og reelle anvendelser (Utdanningsdirektoratet,
2020b).

En ser at kjerneelementene i matematikk gar hand i hand med matematisk kompetanse.
Begreper som utforsking, problemlgsning, resonnering, argumentasjon, generalisering,
representasjon og kommunikasjon gar igjen i bade Udir sin forstaelse av matematisk
kompetanse og i kjerneelementene i faget. | tillegg ser en at kjerneelementene har tydelige
likhetstrekk med tradmodellen til Kilpatrick (2001). Ifglge Kunnskapsdepartementet skal

kjerneelementene bidra til a unnga stofftrengsel i faget. De skal vere rettesnorer og
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tydeliggjare det viktigste elevene skal kunne i matematikk (Meld. St. 28 (2015-2016)). Dette
er med pa a legge til rette for dybdelaring.

2.4.3 Dybdelaering i matematikk

Bolstad (2021) legger vekt pa at dybdeleringsbegrepet har ulike tolkninger og perspektiver.
Han deler dybdelering inn i sju overskrifter som samsvarer med tidligere nevnte beskrivelser.
For a definere hva dybdelaring i matematikk kan vere, gnsker jeg a koble Bolstad (2021)
sine overskrifter til beskrivelsene av matematisk forstaelse, kompetanse og kyndighet. For &

komprimere litt, har jeg valgt & sla sammen noen av overskriftene.

Dybdelzring skjer «i hodet» og med kroppen

Dybdelaring omfatter kognitive prosesser. Ohlsson (2011) beskrev dybdelering fra et
kognitivt perspektiv gjennom Kreativitet, overfgring av leering og endring av oppfatninger.
Kreativitet i matematikk kan knyttes til kjerneelementet «problemlgsning og utforskning», og
det Kilpatrick (2001) legger frem som strategisk tankegang. Dette omfatter det & oppdage
mgnster og sammenhenger og skape nye lgsningsstrategier for & lgse matematiske problemer.
Overfgring av leering i matematikk handler om a bruke begrepsforstaelse, prosedyrekunnskap
og resonneringsferdigheter i matematikk til & lgse problemer i livet utenfor skolen. Denne
evnen krever mental omstilling og dyp forstéelse for matematiske konsepter. A endre
oppfatninger i matematikken handler om & ta til seg nytt fagstoff i matematikk, men ogsa
korrigere misforstaelser rundt matematiske regler, begreper, symboler, algoritmer og andre

aspekter i faget.

Dybdelaring skjer ogsa med kroppen. A bruke kroppen og sansene aktivt, gir en mer
virkelighetsneer tilknytning til matematiske konsepter og sammenhenger i og pa tvers av fag.
Bolstad (2021) understreker viktigheten av a ikke bare lzere om noe, men det & faktisk gjare
noe praktisk. A regne pa blandingsforholdet til betong og faktisk blande denne betongen
fysisk, gir en starre narhet til forholdstall enn teorioppgaver om samme tema. Dersom
elevene i tillegg er i stand til & overfgre denne lerdommen til medisinblanding og matlaging,

kan en si de har tatt et stort steg i retning dybdelering.
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Dybdelaring er & utvikle kompetanse

Dybdelering i matematikk er & utvikle matematisk kompetanse. Dybdelering i matematikk
handler om a forsta begreper og lgsningsmetoder slik at man er i stand til & lgse matematiske
problemer utenfor klasserommet. A kunne bruke digitale verktay som graftegner, CAS og
programmering til utforskning har blitt en viktig del av den matematiske kompetansen. Det a
overfare leeringen til nye situasjoner, som ble eksemplifisert i forrige avsnitt, kjennetegner
ogsa kompetanse og dybdelaring i matematikk. | tillegg er det viktig & kunne se
sammenhenger innad i matematikkfaget. A eksempelvis kunne koble vekstfaktor, som ble laert

I prosentregning, til eksponentialfunksjoner laert i funksjonsleere, er en viktig ferdighet.

Dybdelaring i matematikk dreier seg om a gradvis utvikle kunnskap og ferdigheter i
matematikk og bruke disse fornuftig i ulike kontekster. Det kan veere & gradvis fa en forstaelse
for begrepet derivasjon, kunne bruke derivajonsregler til & finne den deriverte, og bruke dette

til & undersgke nar en bedrift hadde raskest vekst i omsetning en gitt periode.

Som bade Sawyer (2022), Ludvigsen-utvalget og Udir understreker, er det a reflektere over
egen lering en del av kompetanseutviklingen. Nosrati og Waege (2018) peker pa at
bevisstgjgring av egne lzrings- og lgsningsstrategier i matematikk gjer det enklere a regulere
disse. Dette er spesielt nyttig i matematikk der det finnes et uendelig antall mater & angripe
problemer pa. Hva vil f.eks. vaere den beste maten a leere seg de viktigste eksakte verdiene i
trigonometri pa? Mange elever tyr nok til memorering i et slikt tilfelle. Hva om enkelte
verdier plutselig glemmes? Kanskije en strategi er a se mgnsteret i verdiene og leere seg dette?
Kan det tenkes at det & se sammenhengen mellom enhetssirkelen, de trigonometriske
funksjonene og de eksakte verdiene gjer det lettere & hente frem glemte verdier, slik
Kilpatrick (2001) papekte?

Dybdelzring skapes i felleskap og gjennom sprak

Som bade Sawyer (2022), Udir (2019a) og Bolstad (2021) er inne pa, skapes dybdelaring
sammen med andre. Faglige diskusjoner i matematikk gir rom for argumentasjon der elevene
kan komme frem til en felles forstaelse for begreper, metoder, sammenhenger og lgsninger.

Pa denne maten kan elevene gradvis bli en del av et matematisk felleskap, bli tryggere og ta
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mer ansvar i faget. Dybdeleering i matematikk skapes gjennom dialog mellom elever og
mellom leerer og elever. Dette er gylne anledninger til & fa korrigert misoppfatninger av
matematiske begreper og konsepter, noe Ohlsson (2011) fremhevet. Siden matematikkfaget
inneholder mange begreper, formler, regler og algoritmer, er det lett for at elevene blander. A
bruke matematisk sprak i faglige diskusjoner gjer at elevene far et narere forhold til og bedre

forstaelse for disse elementene i faget.

Dybdelaering krever tid og mening

| og med at dybdelaering handler om & gradvis utvikle kunnskap og tilegne seg varig
forstaelse, er tid en avgjerende faktor. Mye laerestoff har en motvirkende effekt pa
dybdelaring i matematikk. Dette gjar at elevene far overfladisk kunnskap innen et stort
omfang av matematiske temaer. Na som den nye lereplanen i matematikk har en tydeligere
progresjon og feerre kompetansemal, skal det bidra til gkt fokus pa det mest sentrale i

matematikken.

A huske matematiske begreper og kunne bruke formler og algoritmer har tradisjonelt sett veert
ledende kunnskaps- og ferdighetsomrader i matematikken. Problemet med et heldekkende
fokus pa dette, er at matematikk blir assosiert med pugging av regler og formler. Dette gar pa
bekostning av elevenes engasjement i faget. Memorering er en viktig kognitiv ferdighet for &
effektivisere og automatisere utregninger. Likevel bar ikke dette alene baere fagets identitet.
Elevene ma oppleve matematikk som relevant og nyttig i dagliglivet, slik Kilpatrick (2001)
beskriver under komponenten engasjement. Dette gir nemlig motivasjon og betydelig sterre

leereforutsetninger i matematikkfaget.

22



3. Metode

Kan et fokus pa dybdelaring i matematikk gi VG3-elever dyp forstaelse for integrasjon?

For & besvare dette spgrsmalet matte jeg samle inn og analysere datamateriale fra elever pa
videregaende skole. | dette kapitlet skal jeg presentere og begrunne mine metodevalg,
beskrive forberedelses- og gjennomfaringsprosessen, vurdere studiens troverdighet og
reflektere over etiske forhold knyttet til prosjektet.

3.1 Metodevalg

Da jeg skulle velge metode for innsamling av data var det flere faktorer som spilte inn. Farst
og fremst matte den vaere hensiktsmessig i forhold til forskningsspgrsmalet. Hvordan kunne
jeg pa best mulig vis kartlegge elevenes dybdeforstaelse for et tema i matematikk? Skulle jeg
ha mange eller fa informanter? Med tid som en begrensende faktor for bade meg, elevene og
lererne, matte undersgkelsen gjennomfares hendig og effektivt. Kunsten var & kombinere

dette med a skaffe et informativt og diskuterbart datagrunnlag.

3.1.1 Forskningsmetode

| denne studien konkluderte jeg med at en kvalitativ undersgkelse ville vere naturlig a
gjennomfgre. Pa denne maten kunne jeg grave dypere i hver enkelt elevs forstaelse. En
kvantitativ metode kunne gitt meg data fra mange elever pa flere skoler, men ville vert en
tidkrevende innsamlings- og analyseprosess. | tillegg ville f.eks. et spgrreskjema fart til en
starre distansering mellom meg som forsker og elevene som informanter. Det gjar det mer
utfordrende & analysere elevenes kognitive prosesser og forstaelse. Siden informantene skulle
videreformidle individuelle tanker og forklaringer, vil en kvalitativ tilneerming vaere mer

hensiktsmessig enn en kvantitativ (Skilbrei, 2019).

3.1.2 Datainnsamlingsmetode
For & samle inn data pa mest gunstig vis, valgte jeg intervju som metode. Skilbrei (2019)
hevder at forskere gjennomfarer kvalitative intervjuer for a tilegne seg kunnskap om

informantenes ulike tolkninger og perspektiver. | tillegg er intervjusituasjoner egnet for a
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skaffe detaljerte og helhetlige beskrivelser fra informantene (Skilbrei, 2019). Dette er forhold
som er relevant for forskningen min. I tillegg til & intervjue, kunne jeg valgt & observere
informantene i klasserommet. Potensielt kunne dette bidratt til en mer helhetlig oversikt over
elevenes forstaelse for integrasjon. Hvis observasjonen skulle vart givende, matte jeg brukt
mye tid i klasserommet og deltatt i mange undervisningstimer. Med tid som en begrensede
faktor, og usikkerhet rundt kvaliteten pa det eventuelle datamaterialet, var det vanskelig a
rettferdiggjare observasjon som en supplerende metode i forskningen min.

3.2 Forberedelsesprosessen

| forkant av de kvalitative intervjuene var det flere valg og hensyn som matte tas. Ferst og
fremst matte jeg finne én eller flere skoler med elever som ville delta. Skolen(e) matte tilby
matematikk S2 og R2 i og med at jeg skulle forske pa VG3-elever med integrasjon i
fagplanen. Fordelen med a velge elever i tredje-klasse, er at de har fylt 18 ar. Da er de
myndige og trenger derfor ikke samtykke fra foreldrene til & delta. Dette gjorde
samtykkeprosessen mer effektiv for alle parter. Siden matematikk er et stort fagfelt, valgte jeg
a tilspisse forskningen mot ett tema. Integrasjon er pensum i bade S2 og R2, og var derfor et
passende tema a ta for seg. | tillegg passet det fint med hensyn til tidspunktet klassene jobbet

med temaet pa.

3.2.1 Valg av informanter

Da jeg fikk godkjennelse fra en S2- og en R2-klasse pa samme skole, var neste oppgave a
finne ut hvor mange elever som skulle intervjues. Jeg valgte & ga for tre elever fra S2-klassen
og tre fra R2-klassen. Dette er naturligvis ikke nok til a trekke konklusjoner om hvorvidt
dybdelaering har fart til dybdeforstaelse i integrasjon for VG3-elever. Likevel burde seks
elever kunne gi nok data til en innholdsrik diskusjon om dybdelaring i matematikk. For & fa
et mangfold av perspektiver, fikk jeg lererne til a plukke ut tre frivillige hver med varierende
kompetanse i matematikk. En slik bredde gir ifglge Skilbrei (2019) et mer dekkende bilde.

Elevene ble informert av bade lererne og meg om hva deltakelsen i forskningen innebar.
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3.2.2 Planlegging av intervju

For & fa sterst mulig utbytte fra intervjuene, var det viktig at spgrsmalene var gode. Gode
sparsmal er sparsmal som gir meg den samlede informasjonen jeg trenger (Skilbrei, 2019).
Skilbrei (2019) nevner at ja/nei-sparsmal og ledende sparsmal er lite hensiktsmessig med
mindre de fyller en funksjon. Jeg valgte derfor a unnga slike typer spgrsmal, og heller stille
mer apne spgrsmal og gi matematikkoppgaver som potensielt kunne gi rikelig med
informasjon. Innholdet i sparsmalene og oppgavene ble utviklet i trad med Gardner og
Mansillas fire dimensjoner av forstaelse: hensikt, kunnskap, metode, og form (se kap. 2.3.2)
og Kilpatrick (2001) sin tradmodell (se kap. 2.4.1). Siden forstaelse og kompetanse i
matematikk er forutsetninger og konsekvenser av dybdelering, vil det vaere naturlig a basere
intervjusparsmalene pa dette. For a fa et innblikk i hvordan elevene jobbet med integrasjon,
valgte jeg a studere de aktuelle kapitlene i pensumbgkene deres (Borgan m.fl., 2022) og
(Kalve m.fl., 2022). I tillegg tok jeg for meg kompetansemalene som gikk pa integrasjon.
Dette kunne jeg bruke til & formulere spgrsmal som var passende for bade S2- og R2 elevenes

kompetansekrav.

Skilbrei (2019) peker pa at strukturen pa intervjuet er avgjerende for resultatet. Strukturerte
intervjuer, gir mer sammenlignbare data fra de ulike informantene, hevder hun. Slike
intervjuer bygger pa forhandsbestemte sparsmal som gjerne stilles i samme rekkefglge i alle
intervjuene ifglge Skilbrei (2019). I tillegg er det noen ganger behov for at sparsmalene stilles
pa samme mate i intervjuene (Skilbrei, 2019). Siden elevene skulle vise forstaelse og
kompetanse i matematikk, var det viktig at de fikk like rammer og gjennomfarte individuelt.
Da matte jeg som intervjuer ha en passiv rolle og veere bevisst pa bade ordvalg og kroppslig
atferd. Pa denne maten far elevene vist hva de kan uten ytre pavirkninger slik at jeg far mer

autentiske data a analysere.

Gjennomfgringstidspunkt var ogsa en avgjgrende faktor, da dette har pavirkning pa elevenes
minne av fagstoffet. Siden forskningen min omhandler dybdelaring og dermed varig
forstaelse, hadde det optimale vert & intervjue elevene flere ganger over en lengre periode.
Med begrenset tid, matte antall intervjuer naturligvis komprimeres. Jeg planla derfor kun ett
intervju per elev. Siden S2-klassen hadde om integrasjon fer jul og R2-klassen fullfgrte

temaet i februar, ville jeg komme raskt i gang med S2-elevene og heller drgye intervjuene til
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R2-elevene sa lenge som mulig. Pa denne maten kunne jeg jevne ut tidsrommet mellom

intervju og klassenes arbeid med temaet.

3.3 Gjennomfgring av intervju

For at elevene skulle fa sitte i kjente omgivelser, gjennomfarte jeg intervjuene pa et
grupperom rett ved klasserommet. Trygge rammer er viktig for & skape en trygg
intervjusituasjon for informantene (Skilbrei, 2019). Siden rammene kunne minne om en
muntlig vurderingssituasjon i matematikk, var det viktig for meg a presisere innledningsvis at
intervjuene ble anonymisert, og at dette pa ingen mate skulle pavirke vurderingen deres i
faget. Dette virket a ha en beroligende effekt pa elevene. I tillegg informerte jeg om hvordan

intervjuet skulle ga for seg for & skape en forutsigbarhet ovenfor elevene.

Jeg hadde totalt fem punkter jeg skulle gjennom. For & ikke stjele for mye av
undervisningstiden til elevene, matte derfor intervjuene ikke vare for lenge. Samtidig matte
jeg ha nok tid til & skaffe rikelig med data. Jeg valgte derfor & sikte meg inn pa rundt 15
minutter per intervju. Pa denne tiden skulle elevene vise sin forstaelse for integrasjon ut fra

mine fem punkter i intervjuguiden.

Alle intervjuene i forskningen ble tatt opp via lydopptaker pa mobilen. Dette gjar det enklere
a analysere dataene i ettertid. Man er ikke like avhengig av a huske alle detaljer i selve
intervjuet. Jeg valgte & innlede opptakene med at informantene bekreftet sitt samtykke til
deltakelse muntlig. Dette for & sikre at de er innforstatt med studiet og samtykker & delta i

forskningsprosjektet, noe Skilbrei (2019) ser pa som viktig.

Siden punktene i intervjuguiden min hadde ulike tilnaerminger, la jeg spgrsmalene frem pa

ulike mater. Flertallet av spgrsmalene ble stilt muntlig der elevene skulle svare muntlig. Der
begreper og regnestykker var innholdet, valgte jeg a supplere med en lapp der begrepet eller
regnestykket stod nedskrevet. A fa begreper og regnestykker presentert visuelt kan gjgre det
enklere & sortere tankene og hente frem assosiasjoner. Det siste punktet i intervjuguiden var

det mest omfattende. Her fikk elevene utdelt et utklipp fra Geogebra, et blankt ark og
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skrivesaker. De skulle nemlig sette opp og delvis utfgre utregninger. Samtidig fikk de beskjed
om a forklare underveis hva de tenkte slik at jeg kunne fa et innsyn i de kognitive prosessene
deres.

3.4 Palitelighet, gyldighet og etikk

Et forskningsprosjekt vil alltid veere pavirket av ytre faktorer. Det vil derfor vaere naturlig a se
pa studiens grad av palitelighet og gyldighet. En bruker gjerne begrepene reliabilitet og
validitet. Er resultatene og funnene knyttet til studien til a stole pa? Er de gjeldene for andre
tilsvarende utvalgsgrupper? I tillegg skal jeg i dette delkapittelet ta for meg etiske forhold i

studien.

3.4.1 Reliabilitet

Reliabilitet dreier seg om studiens palitelighet. Et solid forskningsprosjekt er et resultat av
grundig arbeid med datainnsamling, registrering og renskriving, analyse og fremstilling av
funn (Postholm & Jacobsen, 2011). Kvaliteten pa forskningsprosessen og apenheten rundt det,
er ifglge Postholm og Jacobsen (2011) avgjerende for om leseren oppfatter studien som
troverdig. For min del har det derfor veert viktig a vere ngye i alle forskningens faser.
Samtidig har jeg unngatt ungdvendige snarveier da dette kan svekke paliteligheten til studiet
(Postholm & Jacobsen, 2011).

Som tidligere nevnt har tid veert en begrensende faktor i forskningsprosjektet. Med kun fem
maneder & gjennomfare prosjektet pa, var det forenklinger og avskjaeringer som matte foretas.
Intervjuene ble dermed korte og fa, noe som naturligvis pavirker bade datainnsamlingen og
diskusjonen. Ideelt sett hadde jeg hatt et starre datasett med flere elever fra flere klasser. |
tillegg ville intervjuer over en lengre periode, gjerne med observasjon i klasserom som

supplement, gitt et starre bilde over elevenes varige forstaelse.

For a sikre starst mulig reliabilitet, var det viktig a stille elevene gode spgrsmal som var

relevante for forskningen. I tillegg ble informanter med ulike forutsetninger og niva en del av
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utvalget for a sikre bredde i datamateriale. Dette har jeg allerede vaert innom tidligere i

kapittelet.

Atferden min under intervjuene er ogsa en viktig faktor for forskningens reliabilitet. Stilte jeg
sparsmalene likt til alle elevene? Hvilke kroppslige og verbale signaler gav jeg elevene da de
svarte p& spgrsmalene? Var det noen som fikk flere ledetrader og hint enn andre? A stille
sparsmalene og respondere identisk i alle intervjuene er krevende. Likevel var det viktig at
reaksjonene mine var sd moderate som mulig og at elevene fikk like rammer slik at dataene

ble mer palitelige.

3.4.2 Validitet

Validiteten til en studie handler om dens gyldighet. Det gar pa om en har dekning for
tolkingene av funnene og resultatene (Postholm & Jacobsen, 2011). Hva er sammenhengen
mellom drsak og virkning? Er resultatene generaliserbare? Postholm og Jacobsen (2011)
skiller mellom indre og ytre gyldighet.

Indre gyldighet dreier seg om dekningen en har for & si at noe henger sammen som arsak og
virkning. (Postholm & Jacobsen, 2011). Hva om laererne hadde plukket ut noen av de andre
frivillige elevene til intervju? Hva om jeg hadde valgt en annen skole a gjennomfare
intervjuene pa? Hadde funnene blitt annerledes? Det kan vere tilfeldige forskjeller som
pavirker resultatene, opplyser Postholm og Jacobsen (2011). Hadde elevene ulik mengde
tilstedeveerelse i de aktuelle mattetimene? Var enkelte pavirket av personlige forhold pa
intervjudagen? Det kan ogsa vaere systematiske forskjeller som har innflytelse pa funnene
(Postholm & Jacobsen, 2011). Kanskje leererne har praktisert og presentert integrasjon ulikt i
klassene. Mulig de har tolket dybdelaringsbegrepet ulikt og lagt til rette pa forskjellige mater.
En annen systematisk forskjell mellom klassene kan ga pa niva og engasjement. Det kan
tenkes at R2-elever er mer kompetente og engasjerte i matematikk enn S2-elever basert pa
fagenes ulike vanskelighetsgrad. Dette er viktige faktorer & ta hensyn til nar

forskningsspgrsmalet skal besvares.
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Ytre gyldighet gar pa om en kan generalisere resultatene og funnene til lignende
utvalgsgrupper (Postholm & Jacobsen, 2011). Vil funnene kunne gjenspeile den generelle
forstaelsen for integrasjon hos alle VG3-elever? Det vil kreve en starre mengde data for &
kartlegge dette. Postholm og Jacobsen (2011) papeker at en generalisering fra et utvalg til en
populasjon i prinsippet kun kan skje hvis utvalget er trukket ut tilfeldig. De hevder at mange
forskningsprosjekter ikke tilfredsstiller dette kravet (sann som mitt). Derfor er det viktig at jeg
argumenterer godt for gyldigheten via teori eller annen tilsvarende forskning (Postholm &
Jacobsen, 2011). Dersom argumentene er godt forankret i relevant teori, vil argumentasjonen

og generaliseringen sta sterkere (Postholm & Jacobsen, 2011).

3.4.2 Etiske forhold

| arbeidet med et forskningsprosjekt er det viktig a vaere etisk bevisst (Postholm & Jacobsen,
2011). De nasjonale forskningsetiske komiteene (2019) bygger forskningsetikk pa de fire
prinsippene respekt, gode konsekvenser, integritet og rettferdighet. Respekt handler om a
respektere de involverte i studien. Som forsker skal man i tillegg serge for at gode
konsekvenser pafalger aktivitetene. Samtidig er man pliktet & falge normer og regler, og
opptre apent, &rlig og ansvarlig. | tillegg skal forskningsprosjektet vaere utfert og utformet
rettferdig (De nasjonale forskningsetiske komiteene, 2019).

| forberedelsesprosessen var det viktig a tenke over de etiske forholdene knyttet til
informantene og skolen. For a bevare elevenes og skolens anonymitet har jeg valgt a ikke
navngi dem. Dermed var det ingen personopplysninger & behandle, og da var det heller ikke

ngdvendig & melde forskningsprosjektet inn til NSD (Norsk senter for forskningsdata).

Da elevene skulle trekkes ut, var det viktig at dette var basert pa frivillighet. Alle har nemlig
rett til & ikke bli gjort til gjenstand for forskning hvis de ikke gnsker det (Skilbrei, 2019).
Dette gjor at forskere bar sgrge for at informantene gir et informert og fritt samtykke,
forklarer Skilbrei (2019). Det involverer at de er klar over hva studien innebzrer og deltar
uten noen form for tvang (Skilbrei, 2019). Jeg valgte derfor a informere elevene om studien i
forkant av opptakene og opplyste om at taleopptakene slettes etter prosjektets slutt. I tillegg
innledet jeg intervjuene med a spgrre elevene om de samtykket til 4 delta i
forskningsprosjektet.

29



4. Resultat

| dette kapitelet skal jeg presentere datamaterialet jeg samlet inn. Det ble totalt seks intervjuer
med tre elever fra S2-klassen og tre fra R2-klassen. Alle elevene fikk de samme spgrsmalene.
Siden elevene anonymiseres, har jeg valgt a nummerere de fra 1 til 6. Anonym 1-3 hgrer til
S2-klassen, mens Anonym 4-6 tilhgrer R2-klassen. Disse forkortes henholdsvis til A1, A2, ...
, A6. Siden intervjuene ble gjennomfart via lydopptak, ble elevbesvarelsene transkribert. Jeg
valgte a gjere dette manuelt siden et transkriberingsprogram kunne fatt problemer med

dialektene.

4.1 S2-elevenes besvarelser
1) Hvilket forhold har du til matematikk og hvorfor har du valgt a ta S2?

A1l synes matematikk er ggy nar han far det til, men ikke hvis han ikke gjer det. Han valgte a
ta S2 fordi han matte ha det for 8 komme inn pa gnsket utdanningsprogram pa VGS.

A2 synes matte er ok. Det er ikke favorittfaget, men greit. Arsaken til at hun valgte S2 var at
hun trengte S1+S2 eller R1 til videre studier. Sjansen for a fa bedre karakter i S1 og S2 var
starre enn i R1, mente hun.

A3 er glad i matematikk og valgte S1 og S2 fordi hun liker matte og fordi det er et krav for
videre utdanning.

2) Forklar kort fglgende:

Integrasjon dx Analysens fundamentalteorem

Al nevnte firkanter i Geogebra og areal i forklaringen av integrasjonsbegrepet. Han kjente

igjen dx, men kunne ikke plassere det. Analysens fundamentalteorem hadde han ikke hgrt om.
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A2 forklarte integrasjon som omvendt derivasjon og at man kan finne arealet mellom x-aksen
og grafen ved hjelp av integrasjon. Hun var usikker pa hva dx egentlig betydde, men prgvde

seg pa «den delen du ikke vet». A2 visste derimot at dx stod i slutten av et integral. Analysens
fundamentalteorem dro hun kjensel pa fra mattetimene, men forstod det aldri. «Hadde jeg fatt

en oppgave om det, hadde jeg kanskje visst hvordan jeg skulle gjort det.»

A3 beskrev integrasjon som det motsatte av derivasjon. «Man antideriverer et
funksjonsuttrykk», fortalte hun. Hun beskrev dx som forskjell i x-verdier. «Man tar den ene x-
verdien minus den andre». A3 sa farst at hun ikke husket hva analysens fundamentalteorem

var, men nevnte etter hvert at det brukes til & finne arealet under grafen.

3) Kan du nevne situasjoner i det daglige der integrasjon kommer til nytte?

Al svarte at han husket en oppgave med en stein som ble droppet fra an hgyde. | tillegg

nevnte han gkonomi uten & utdype dette noe mer.

A2 svarte at integrasjon kan brukes til & bygge noe der man trenger a vite arealet hvis det ikke
er snakk om rette linjer. Hun nevnte ogsa statistikk som et fagomrade hvor det kan brukes.

«Hvis man skal summere mange verdier og finne en total mengde av noe.»

A3 husket igjen en bassengoppgave der de brukte integrasjon for a finne hvor dypt bassenget
var. Her brukte de arealet under grafen for a finne det dypeste punktet. A3 hadde ogsa brukt
integrasjon til & identifisere ulike stoffer i kjemien. Her regnet hun pa arealet under toppene
for a finne hvilken molarmasse stoffet hadde. Dette fordi det hengte sammen med hvor mye

av stoffet som var i gasskromotografen og klarte med det a finne ut hvilket stoff det var.

4) Huvilken integrasjonsmetode er hensiktsmessig & bruke her? Begrunn. Skal ikke

regne ut.

a) [xe*dx by [ x+_11 dx

x2
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A1 hadde ikke noe svar @ komme med i denne oppgaven. Han kunne sa vidt dra kjensel pa
variabelskifte og delbrgksoppspaltning da jeg nevnte disse. Pa grunn av tilleggsinformasjonen
jeg gav, resonnerte Al seg frem til at b) kunne lgses ved hjelp av delbrgksoppspaltning.

A2 var usikker pad om denne regelen gjaldt for addisjon eller multiplikasjon, men foreslo &

dele integralet i a) opp i to og gange:
[xdx- [e*dx

Jeg spurte om hun husket noen av de integrasjonsmetodene de hadde lsert om. Hun husket
ikke navnet pa de umiddelbart, og begynte istedenfor a regne integralet til x til a bli %xz og

forklarte at integralet av e* blir seg selv. Etterpa kom hun pa kjerneregelen som en metode.
«Sette den ene til & veere u og den andre til & veere v og derivere de og sette de inn pa ett eller
annet vis». Hun falger opp med at for & lgse a) er det en «gangeregel», mens i b) er det «en

brgk med u og v og et mgnster man skal falge».

A3 sa kjapt hvordan disse oppgavene skulle lgses. Pa a) ville hun valgt «delvis derivasjon
fordi da far man x i den siste delen slik at den blir 1, og tar deretter den minus deriverte av e*.
Pa b) kan vi skrive det om til (x+1)(x—1) og spalte brgken og ta A+B delt pa brgk». Hun
husket ikke helt navnet pa metoden, men etter et hint kom hun pé delbrgksoppspaltning.

Etterpa spurte jeg om hun kunne gjere om uttrykket og bruke en annen metode & lgse b) pa.
Da forklarer A3 at man kan forkorte breken til ﬁ og integrere dette til & bli In|x — 1]. Hun

husket ikke navnet pa denne metoden, men kjente igjen variabelskifte da jeg sa det. Den siste
metoden var den mest hensiktsmessige, konkluderte hun med.
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5) Akselerasjonstest pa bil: 0-100 km/h
a) Hva forteller arealet under grafen?

b) Hvor langt kommer bilen pa 0-100
km/h-testen? Hint: 100 km/h = 27.777 m/s

c¢) Forklar kort andre metoder som kan

benyttes for & regne ut b).

Al visste ikke svaret pa a). Jeg prgvde 4 hinte litt
uten at det hjalp. For at han skulle kunne lgse b)
fikk han svaret pa a).

«Jeg hadde klart & sette opp integralet i Geogebra,
men ikke for hand.» Han nevnte begrepet

24

22

20

Fart (m/s) (8,33.611)

(7,-31.885)

(6, 27.777)

(5, 22:127)

(4, 15.775)

(3,9.562)

(2, 4.326)

f(t) =/Dersom(0<t<8,-0.14*+1.749 £ — 0.85 t + 0.15)

(1, 0.909)

Tid (s)

0

1 2 3 4 5 6

antiderivere og «en formel med noe u og n i». For a gi A1 muligheten til & vise at han kunne

integralregning, skrev jeg opp det ubestemte integralet til han. Jeg lot han sette pa

endepunktene i intervallet selv. Han skrev 1 som nedre grense og 6 som gvre grense. Videre

klarte han ikke sette opp de neste stegene i utregningen. Han nevnte likevel at integralet som

na var satt opp skulle antideriveres. Al klarte ikke si noe pa c).

A2 resonnerte seg frem ved hjelp av aksene at arealet under grafen forteller meter. For a lgse

b), satte hun opp et bestemt integral fra O til 27,78:

27.78
f —0.14t3 + 1.749t% — 0.85t + 0.15 dx
0

Videre sa A2 at hun kunne ta ut 0.15 siden det er et helt tall:

1 1 1
0.15J —0.14Zt4 + §1.749t3 - 50.851:2 +C

j015 0141 O4+11749 03 1085 02
. 144 3 1 50-
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1 1 1
f 0.15-0.14- 3 27.78% + 3 1.749 - 27.78% — > 0.85 - 27.782

Hun husket ikke helt om man skulle ta b — a eller a — b i dette steget.

| oppgave c) svarte A2 at hvis hun hadde fatt det pa del 2, hadde hun brukt Geogebra og
tegnet det opp og funnet integralet. Man kan ogsa bruke CAS og skrive inn funksjonen og

integralet la hun til.

A3 fortalte ved hjelp av enhetene i oppgaven at grafen viser antall kjgrte meter. Pa b) stod hun
litt fast i starten. Hun sa at hun skulle finne integralet «fra her til der» og pekte pa det riktige
omradet. Likevel stod hun litt fast nar det kom til & skrive ned integralet pa papiret. Hun
fortalte videre at hun var vant med a gjere slike oppgaver pa Geogebra. Etter litt motivering
fra min side, klarte hun til slutt & representere og lgse oppgaven. Hun farte det slik:

6
j —0.14t3 + 1.749t% — 0.85t + 0.15 dt
0

6

+ 15t
0

—0.14 ,1.749 | 0.85t2
t t° —
4 3 2

Etterpa fortalte hun at t erstattes med 6 for a finne antall kjgrte meter.

Pa c) sa A3 at b) kan lgses ved hjelp av programmering, for hand eller i Geogebra.

4.2 R2-elevenes besvarelser

1) Hvilket forhold har du til matematikk og hvorfor har du valgt & ta R2?

A4 har alltid veert flink i matematikk. Han 13 ett trinn over pa barne- og ungdomsskolen. Pa
VGS falt han litt bakpa, fortalte han. Likevel hadde han lyst til & ta R2, men visste ikke helt

hva han skulle bruke det til.

Ab5 har veert interessert i matematikk og fysikk fra hun var liten. Hun liker R-matte siden de

leerer mye om teoretisk matte.
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A6 betegnet seg selv som «grei i matte». Hun sa at matematikk er et kjekt fag, spesielt na nar
leereren har begynt a legge opp pa en ny mate. «Na gjelder det ikke bare a leere formler og
anvende de, men at man faktisk utforsker og kommer frem til konklusjoner selv, og viser mest
mulig forstaelse for matematikk og sammenhenger som man ser i hverdagen, naturen og i

samfunnet».

2) Forklar kort fglgende:

Integrasjon dx Analysens fundamentalteorem

A4 forklarte integrasjon som det motsatte av derivasjon. «Istedenfor a finne stigningen til et
uttrykk, sa finner man hvilket uttrykk som det uttrykket man har er stigningen til». Han
eksemplifiserte med hvis man tar den integrerte av ei rett linje sa blir det en
andregradsfunksjon. A4 la til at integrasjon brukes til & finne areal under en graf. «Man finner

absoluttverdien av de positive og negative verdiene», avsluttet han.

A4 fortalte at dx star i slutten av likningen. «Nar man skal finne arealet, deler man opp i sma
kolonner. Dx har egentlig ikke noe a si fordi man deler det opp i sdpass sma kolonner». Han
nevnte noe om grenseverdien til 0 og at man lager «evig mange kolonner» som er sa sma som

mulig for a fa den rette verdien.

Analysens fundamentalteorem var A4 noe usikker pa. Han prgvde seg likevel pa en
forklaring. «Starste og laveste verdi, sa gar det mot verdien i midten. Husker ikke alle
begrepene. Lager kolonner: Tar fra det hgyeste punktet og da vil du fa et starre areal og

motsatt med laveste punktet. Dess mer kolonner man har, dess mer...»

A5 nevnte arealet under graf/funksjon i forbindelse med integrasjonsbegrepet. Samtidig
forklarte hun integrasjon som det motsatte av derivasjon. Hun uttrykte dx som «delta x» og sa
at dette er forskjellen mellom to ulike x-verdier. A5 la til at dx skrives opp i slutten av
integralet. Analysens fundamentalteorem hadde hun hgrt om, men kunne ikke si noe om det.

«Har veldig darlig hukommelse», papekte hun.
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A6 sa at integrasjon er det motsatte av derivasjon. «Istedenfor a se pa stigningen til grafen, vil
den grafen man har veere stigningen til grafen over pa en mate.» Hun la til at hvis man ser pa
et begrenset omrade, sa forteller integralet arealet mellom x-aksen og grafen. A6 bruker
begrepet delta x under forklaringen av dx. «Omradet man ser pa mellom en x-verdi og en
annen x-verdi, blir mindre og mindre helt til den gar mot 0. Uendelig mange bredder danner

grafen.» Analysens fundamentalteorem kunne hun ikke forklare.

3) Kan du nevne situasjoner i det daglige der integrasjon kommer til nytte?

A4 kom farst ikke pa noen. Etterpa nevnte han gkonomi som et fagfelt. Han kom med et
eksempel pa kjap og salg hver dag hvor man ser pa opp- og nedgang og bruker arealet som en

totalsum.

Ab fortalte at bygg-ingenigrer og andre ingenigrer er yrkesgrupper som benytter integrasjon.
«De finner volumet av ting for & plassere ting pa rett plass». I tillegg nevnte hun statistikk
som et fagomrade, men klarte ikke utdype dette.

A6 sa hun ikke hadde veert borti det forelgpig. Hun fortalte at integrasjon brukes i forbindelse
med teknologi og utvikling, men klarte ikke utdype dette noe mer.

4) Huvilken integrasjonsmetode er hensiktsmessig a bruke her? Begrunn. Skal ikke

regne ut.

a) [xe*dx by [ x+_11 dx

x2

A4 kunne ikke navnene pa integrasjonsmetodene. Han prgvde istedenfor a forklare hvordan
integralene kunne lgses. Han forklarte lgsningen av a) pa en mate som innebarer a dele opp
og lgse integralet av faktorene hver for seg. Pa b) ville han satt det opp slik at det blir «gange
imellom» og fatt x2 til & bli x=2 og gjort det samme med 1. Han husket ikke helt hvordan det
gjeres nar det er pluss mellom, men foreslo altsa a flytte nevneren opp i telleren og skifte

fortegn pa eksponenten. «Da er det enklere a jobbe med», poengterte A4.
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A5 husket ikke navnene pa metodene. For a lgse a) hadde hun funnet den antideriverte. Hun
klarte ikke si noe mer om hvordan den skulle blitt Igst. Pravde seg med «numerisk» og
«deriveringsmetoden» som mulige metoder. Pa b) forsgkte hun seg med «delingsmetoden».
«Jeg hadde nok klart & lgse oppgaven, men matte nok ha sjekket boka ferst.» Jeg spurte om
det gikk an & gjere om brgken. Hun forklarte hvordan hun kunne forkorte brgken til x — 1
(manglet 1 i telleren). Videre klarte hun ikke forklare de neste stegene selv om hun mente hun
hadde klart det.

A6 ville brukt delvis integrasjon pa a). Hun begrunnet det med at x kan deriveres til 1 og e*
blir e* «motsatt derivert». P& b) ville hun «delt opp i A og B og delt under (nevner) i to og
brukt (x + 1) og (x — 1), og regnet toppen (teller) ut fra det». A6 klarte ikke komme pa

navnet pa metoden far jeg sa det hadde noe med brek a gjere.

5) Akselerasjonstest pa bil: 0-100 km/h L [Fart (is) (8,33611)
(7,-31.885)

a) Hva forteller arealet under grafen?

b) Hvor langt kommer bilen pa 0-100 2 sEEuicts

km/h-testen? Hint: 100 km/h = 27.777 m/s

(5, 22.127)
c¢) Forklar kort andre metoder som kan &
benyttes for & regne ut b). g
16 (4, 15.775)

A4 visste ikke svaret pa a). Han brukte ordet i
likning istedenfor funksjon. «Kanskje det har noe Ammanny
med energi & gjore». Videre fortalte A4 at han g
ikke hadde veert borti dette i praktiske situasjoner.  ° igaEans
For at han skulle kunne svare pa b), fikk han | @ (1*01;;)56”~<li‘ <t<8,-0.14¢"+1.749 £ — 0.85 ¢ + 0.15)

0 0 . . 8= Tid (s)
svaret pa a). Pa b) ville han derivert f(t). Han satte = RESY JRSEE JERRY

farst opp integralet fra O til 27.777:

j £(b) dx
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27.777 6
f 0<t<8 —0.14t3 + 1.749t* — 0.85¢ + 0.15
0

- 014t4+1171:3 108t2+015t
2~ 0 3 L 50 .

A4 forstod at han skulle integrere fra O til 6 sekunder. A4 endret derfor gvre grense til 6.

Etterpa ville han satt inn 6 for t og pa dette viset funnet arealet.

Pa c) svarer A4 at Geogebra er en alternativ metode a lgse forrige oppgave pa.

Ab klarte farst ikke si hva arealet under grafen fortalte. Jeg ba henne bruke aksene og det hun
sa tidligere om areal. Da klarte hun resonnere seg frem til at arealet forteller distanse. Pa b)

satt hun opp felgende:

f6fx dx

6
j —0.14t3 + 1.749t% — 0.85t + 0.150 dx
1

f6 —0.14t* N 1.749t3  0.85t2 Ot d
" 3 2 ot ax
Etterpa ville A5 satt inn t = 6 for a finne ut hvor langt bilen kom.

Pa c) svarte hun Geogebra, Python og JavaScript som andre metoder a lgse b) pa.

A6 sa at arealet under grafen er den antideriverte. Hun var ferst litt usikker pa om det var
akselerasjons- eller fartsgrafen som var avbildet, men endte opp med at det var fartsgrafen.
Deretter resonnerte hun seg frem til at arealet under grafen fortalte posisjonen siden den

antideriverte av fartsgrafen er posisjonsgrafen.

Pa b) spurte A6 seg selv om pa hvilket tidspunkt grafen er ved 27.777 m/s. Det var ved 6 sek.
Hun farte det slik:
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O % 0.4t% + g 1.749¢3 — % - 0.85t2 + 0.15¢t

F(6)=2-04-6*+2-1.749 - 63 —=-0.85- 62 +0.15- 6
4 3 2

Jeg ba henne om a fare pa steget far selve integreringen begynte, og da skrev hun dette:

f(t) = —0.14t3 + 1.749¢t? — 0.85t + 0.15 t € [0,8]

Pa c) foreslo A6 a bruke Geogebra. Hun forklarte at oppgaven kunne lgses grafisk ved & bruke
kommandoen «lgs integral» og definere omradet. En annen metode kunne veere & bruke CAS

til & regne ut integralet. | tillegg nevnte hun programmering som en metode.

4.3 Oppsummering av elevbesvarelsene

For & fa en bedre oversikt over elevenes forstaelse, skal jeg i dette delkapittelet oppsummere
besvarelsene til hver av elevene. Tabell 2 viser hva jeg har vurdert elevenes forstaelse til. Jeg
har valgt & benytte lav (L), middels (M) og hgy (H) maloppnaelse for a fremstille dette.
Komponentene baseres pa teorien knyttet til dybdelaring, forstaelse og kyndighet i
matematikk. Tallene ved siden av komponentene indikerer hvilke spgrsmal komponentene ble

malt i. Til slutt har jeg gjort en helhetsvurdering av forstaelsen.

Al A2 A3 A4 A5 A6

Engasjement 1) L M H H M
Begrepsmessig L L M M M
forstaelse 2),4),5)

Prosedyre- L L H M M H
kunnskap 4), 5)

Strategisk L M M M M H
tankegang 5)

Resonnering 4), 5) L M H M M H
Hensikt 3) L H H M M L
Kommunikasjon 2), 3) 4), 5) L M H M M H
Helhetsinntrykk L M H M M H

Tabell 2. Resultat med komponenter fra teori knyttet til dybdelaring, forstaelse og kyndighet

i matematikk.
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A1 hadde generelt lite kunnskap om integrasjon. Han kunne til en viss grad dra kjensel pa
enkelte begreper og metoder, men var ikke i stand til & anvende disse. Dette gjar det
naturligvis vanskelig for Al & svare pa sparsmalene og utfgre oppgavene i intervjuguiden.

A2 hadde store svingninger i besvarelsene sine og var usikker ved flere anledninger. Hun
hadde flere gode poeng, samtidig som misforstaelser og blanding av regler og formler gikk
som en rgd trad gjennom besvarelsene. Dette kan tyde pa at memorering har vert den ledende
leeringsstrategien hennes, noe som pavirker den begrepsmessige forstaelsen og
prosedyrekunnskapen. Likevel hadde A2 god oversikt over bruksomrader til integrasjon, og

klarte resonnere seg frem til riktig lgsning pa 5a).

A3 hadde et stgrre engasjement for faget enn de to andre i klassen. Dette synte igjen i
besvarelsene hennes. Selv om begrepene ikke satt til enhver tid, viste hun solid
prosedyrekunnskap og gode resonneringsferdigheter. Hun gav jevnt over presise forklaringer
og viste generelt god forstaelse for temaet. A3 trakk paralleller til kjemifaget og skilte seg ut
ved & vaere den eneste som sa at 4b) ogsa kunne lgses uten a spalte opp brgken. Selv om hun

slet litt i representasjonsfasen i siste oppgave, lgste hun problemet etter boka.

A4 viste overblikk rundt temaet, samtidig som besvarelsene var av det varierende slaget. Han
hadde grundige forklaringer pa de ulike begrepene. Integrasjon og dx hadde han god kontroll
pa, og i forklaringen av analysens fundamentalteorem var han inne pa noe. | tillegg kom han

med et eksempel pa daglig bruk av integrasjon. A4 slet derimot med fagbegreper. Han kunne
ikke navngi noen av integrasjonsmetodene og brukte feil begreper i enkelte tilfeller. Oppgave
5a) var han en av fa som ikke fikk til. Likevel klarte han & gi en fornuftig besvarelse pa 5b)

selv om fgringen kunne veert mer presis.

A5, som alltid hadde veert interessert i matematikk, kom med varierende svar. Hun slet noe
med begreper og klarte ikke huske de ulike integrasjonsmetodene. Allikevel klarte hun a gi et
par eksempler pa bruksomrader. Det var tydelig at hun slet med hukommelsen sin, noe hun
selv nevnte. A5 papekte ogsa at hun hadde klart a lgse flere oppgaver hvis hun hadde hatt

tilgang til boka. Dette kan tyde pa hull i forstaelsen. Hun Kklarte seg likevel greit pa siste
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oppgave. Ved hjelp av noen hint fikk hun til 5a). Samtidig viste hun kunnskap innen
grunnleggende integralregning pa 5b) selv om nedre grense og differensialet ikke var helt rett
og bruken av integraltegnet ble overdrevet.

A6 var begeistret over den nye maten faget ble lagt opp pa. Hun var orientert rundt fagets
hensikt og virket engasjert. Forklaringene pa integrasjon og dx var gode. Pa temaets
bruksomrade derimot, hadde hun ingen eksempler a vise til. Dette var noe oppsiktsvekkende
siden hun innledningsvis belyste det & se sammenhenger i hverdagen, samtidig som hun viste
god forstaelse for integralregning. Videre viste hun god prosedyrekunnskap og gode
resonneringsferdigheter. Under faringen pa 5b) tok hun noen snarveier. Dette tyder pa hgy
selvtillit knyttet til stegene i grunnleggende integralregning. Likevel klusset hun med tellerne
under antideriveringen og ville dermed fatt feil svar dersom oppgaven skulle blitt gjort fullt
ut. Pa 5c¢) skilte A6 seg ut som den eneste til & forklare hvilke kommandoer som kunne brukes

i Geogebra.

5. Diskusjon

Ut fra elevenes besvarelser, kan en se markante forskjeller i forstaelsen for integrasjon. Noen
hadde lite kunnskaper, mens andre viste god forstaelse. Videre skal elevbesvarelsene
diskuteres i lys av komponentene som ble satt sammen ut fra teorien om dybdelering,
forstaelse og kyndighet i matematikk. Kan en se tendenser til at overflatekunnskaper er byttet

ut med dybdeforstaelse?

Engasjement er som tidligere nevnt en av komponentene Kilpatrick (2001) presenterer i
tradmodellen sin. Dette beskriver han som det & kunne se nytten av matematikk, og ha
selvtillit i faget. En positiv holdning til faget er nemlig ifelge Bolstad (2021) avgjerende for
lereforutsetningene. Derfor er et godt engasjement viktig for & bygge matematisk forstaelse
over tid (Kilpatrick, 2001). Elevenes engasjement ble i hovedsak malt i spgrsmal 1). Samtidig
kan en si at komponenten ble malt gjennom hele intervjuet, siden elevenes engasjement

kommer til uttrykk under alle spgrsmalene.
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Dataene viste en kobling mellom engasjement og forstaelse. Elevene med hgyt engasjement
scoret i hovedsak hgyt pa helhetsinntrykk og omvendt. S2-elevene virket stort sett til & vere
ytre motivert med videre utdanning og bedre karakterer som motivasjonsfaktorer. A3 viste
dog tegn til en kombinert indre og ytre motivasjon. R2-elevene virket i stgrre grad a vaere
indre motiverte. De liker matematikk og valgte faget sitt basert pa interesse og lyst. Likevel
ser en at det & ha et godt forhold til matematikk ngdvendigvis ikke trenger a bety dyp
forstaelse. A4 og A5 var tydelig interessert i faget, men viste ikke en markant dyp forstaelse.
Likevel kan en si at resultatene generelt viser en sammenheng mellom engasjement og
forstaelse, noe Kilpatrick (2001) ogsa papeker. Det er viktig a ta i betraktning at spgrsmal 1)
baserte seg pa engasjement for matematikk generelt, og at elevenes forstaelse ikke
ngdvendigvis er lik for alle emner i faget.

Begrepsmessig forstaelse er ogsa en av komponentene i Kilpatrick (2001) sin tradmodell. Han
forklarer dette som det & vaere i stand til & konstruere begrepsstrukturer og se sasmmenhenger
mellom begreper, idéer og prosedyrer i matematikk. Denne komponenten er nart beslektet
med kunnskap som er en av Gardner og Mansillas dimensjoner innen forstaelse. Den
begrepsmessige forstaelsen til elevene ble malt pa ulike mater i spgrsmal 2), 4) og 5). Pa
sparsmal 2) fikk elevene ulike begreper og idéer de skulle forklare. Her fremkommer det om
de har bygget begrepsstrukturer og skjent viktige begreper og idéer knyttet til integrasjon.
Spersmal 4) gikk pa integrasjonsmetodene. Var elevene i stand til & huske de ulike metodene
og bruke de hensiktsmessig? Elevene skal nemlig veere i stand til & se sammenhenger bade
mellom begreper, idéer og prosedyrer, ifalge bade Sawyer (2022), Kilpatrick (2001), og
Gardner og Mansilla. Spgrsmal 5) var en mer sammensatt oppgave der de skulle overfare
teori til praksis. Her ble blant annet elevene malt i evnen til & se sammenhengen mellom
begreper og prosedyrer og bruke disse i en gitt kontekst. Dette er ogsa noe Ludvigsen-utvalget

fremhevde og noe Udir (2018a) har lagt vekt pa som et viktig kjennetegn ved dybdelering.

Elevene viste varierende forstaelse for sentrale begreper, idéer og prosedyrer innen
integrasjon. Integrasjonsbegrepet hadde de aller fleste gode forklaringer pa og klarte a trekke
forbindelsen mellom den integrerte og arealet under en graf. De fleste klarte ogsa a overfare
denne kunnskapen til en praktisk situasjon om vei, fart og tid. Et interessant funn var at A4,

som kanskje hadde de mest solide forklaringene pa integrasjonsbegrepet og dx, ikke klarte &
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overfgre denne begrepskunnskapen til den praktiske sammenhengen. Det er nemlig en viktig
ferdighet som karakteriserer dybdelearing, noe Ohlsson (2011) beskriver gjennom prinsippet
overfgring av leering. A4 var dog ikke alene om & benytte dx istedenfor dt pa 5b). A2 og A5
gjorde samme feil. Den er ikke av stor betydning siden det ikke pavirker prosedyren pa dette
nivaet. Likevel kan gjentatte feil av denne typen indikere en manglende bevisstgjaring rundt
differensialets betydning. En annen observasjon som ble gjort, var at A5 og A6 brukte
utrykket «delta x» da de omtalte dx. Dette tyder pa en manglende forstaelse for forskjellen

mellom Ax og dx.

Samtlige hadde utfordringer med a forklare analysens fundamentalteorem selv om dette er et
kompetansemal for bade S2- (Utdanningsdirektoratet, 2020c) og R2-elevene
(Utdanningsdirektoratet, 2020d). Likevel visste de aller fleste at integrasjon og derivasjon er
hverandres inverser og klarte a utfgre prosedyren som teoremet er en konsekvens av. Dette
kan tyde pa at elevene mangler dyp forstaelse for teoremet og i stedet har overfladisk
kunnskap rundt prosedyren til integralregning av bestemte integraler. Sawyer (2022) peker
nemlig pa at det 3 memorere fakta og utfgre prosedyrer uten a forsta hvordan eller hvorfor er

et kjennetegn pa overflatelaering.

Prosedyrekunnskap er en annen komponent fra tradmodellen til Kilpatrick (2001). Det
omhandler det & forsta hvordan og hvorfor prosedyrene virker og kunne bruke disse fleksibelt,
ngyaktig, effektivt og hensiktsmessig (Kilpatrick, 2001). Dette kan relateres til Gardner og
Mansillas metode som er en av dimensjonene av forstaelse. Sparsmal 4) ble i hovedsak stilt
for a male elevenes prosedyrekunnskap. Her dukket det opp oppsiktsvekkende resultater. Kun
et fatall husket integrasjonsmetodene. A3 og A6 var de eneste som var kapable til & bruke
hensiktsmessige metoder for & lgse integralene og viste forstaelse i sine begrunnelser. A2
gjorde en Kklassisk feil ved & dele opp produktet av et integral opp i to integraler og
multiplisere de. Dette viser manglende oversikt over betydningen av et integral og begrenset

forstaelse for integralregning.

Pa oppgave 5) kommer A2 sin manglende prosedyrekunnskap enda tydeligere frem da hun

blander elementer i prosedyren. Samtidig har hun en misoppfatning om at konstanter i
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integranden kan settes utenfor integraltegnet. Som bade Sawyer (2022) og Udir (2018a)
presiserer, er det ikke nok & bare memorere fakta og prosedyrer. Memorering gjar det
vanskeligere a sette kunnskapen i kontekst og gker sjansen for & blande fakta og elementer i
prosedyrer. Ellers var de fleste i stand til & utfare grunnleggende integralregning med en
integrand bestaende av flere ledd. Om A6 sine valg av koeffisienter under integreringen var
basert pa misforstaelse eller slurv, er noe vanskelig a si. Sannsynligvis det sistnevnte, siden

hun ellers virket & vare stedig i integralregning.

Strategisk tankegang er ogsa en av tradene i tradmodellen til Kilpatrick (2001). Denne
komponenten handler om a kunne formulere, representere og lgse matematiske problemer pa
en hensiktsmessig mate (Kilpatrick, 2001). Elevenes evne til 4 tenke strategisk, ble kun malt
til en viss grad i denne studien. | Sparsmal 5) var problemet ferdig formulert, sa elevenes
oppgave ble a representere og lgse det. Hvis tiden hadde strekt til, hadde en fullstendig
problemlgsningsoppgave kartlagt elevenes strategiske tankegang enda bedre. Likevel burde
spgrsmal 5) kunne gi noen indikasjoner. De aller fleste klarte a representere problemet ved a
sette opp et bestemt integral. A2 valgte y-verdier istedenfor x-verdier som grenser, mens Al
og A5 valgte 1 som nedre grense istedenfor 0. Det er mulig at elevene ble pavirket av at
utklippet viste alle koordinatene for hvert hele sekund bortsett fra ved x = 0. A3, som
generelt viste god forstaelse for temaet, overrasket akkurat i denne fasen. Hun var rimelig
kjapp med & se hva arealet under grafen betydde. Likevel slet hun med & representere

problemet pa egenhand.

Resonnering er den siste av komponentene til Kilpatrick (2001) som skal diskuteres. Dette er i
tillegg et av kjerneelementene i faget (Utdanningsdirektoratet, 2019d). | matematikk gar
denne ferdigheten ut pa a se koblinger mellom matematiske konsepter og kontekster
(Kilpatrick, 2001). Kilpatrick (2001) papeker at elever som er gode til & resonnere er i stand
til & vurdere ulike strategier og rettferdiggjere lgsningene. Informantenes
resonneringsferdigheter ble malt i sparsmal 4) og 5). Pa spgrsmal 4) var det bare et fatall som
klarte & vurdere hvilken integrasjonsmetode som var hensiktsmessig. A3 og A6 var som nevnt
de eneste, og hadde gode argumentasjoner for sine valg. A3 var den eneste som klarte a se at
integral 4b) kunne lgses med variabelskifte, og at denne metoden var mer effektiv enn

delbrgksoppspaltning i dette tilfellet. A3 viste i denne oppgaven en fleksibilitet i valg av
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prosedyre og brukte tidligere leert kunnskap om tredje kvadratsetning og forkorting av bragker
til lase oppgaven effektivt. Dette er ifglge Kilpatrick (2001) et tegn pa matematisk kyndighet.
Sawyer (2022) peker ogsa pa det at elever relaterer nye idéer og begreper til tidligere

kunnskap, slik A3 gjorde, er et kjennetegn pa dybdelaring.

Pa 5b) gikk samtlige for & antiderivere leddene hver for seg ved hjelp av den generelle
integrasjonsformelen. Dette er en hensiktsmessig metode for hand. For a se hvilke alternative
metoder elevene hadde kunnskaper om, spurte jeg om dette i 5¢). Her var det Geogebra
(graftegner og CAS) og programmering som i hovedsak ble nevnt. Som Kilpatrick (2001)
papeker er det & ha et rikt utvalg av lgsningsstrategier en stor fordel for a lgse ulike typer
matematiske problemer. Ingen nevnte derimot rektangelmetoden eller trapesmetoden her.
Disse metodene virket ikke kjent for S2-elevene, mens R2-elevene dro kjensel pa dem da jeg

nevnte de.

Hensikt er en av Gardner og Mansillas dimensjoner av forstaelse. Denne dimensjonen handler
om & se betydningen av det vi leerer og hvorfor vi leerer det (Bolstad, 2021). Elevenes evne til
a se hensikten med integrasjon ble malt i spgrsmal 3). De aller fleste elevene hadde noen
eksempler a vise til. Fagomrader som gkonomi, statistikk, konstruksjon og teknologi ble
nevnt. Noen elever klarte & utdype dette mer enn andre. A2 og A3 kom med to eksempler hver
pa situasjoner i dagliglivet som de forklarte naermere. A6, som generelt viste god forstaelse
for temaet, scoret svakt pa hensikt. Som Bolstad (2021) og Kilpatrick (2001) poengterer, ma
faget oppleves som relevant og nyttig i dagliglivet. Det motstridende her er at A6 viste hgyt
engasjement og gav uttrykk for at matematikk er nyttig, men kunne ikke si noe om hvorfor
integrasjon er nyttig. Det betyr ngdvendigvis ikke at A6 synes integrasjon er unyttig, men at
hun mangler oversikt over omrédets betydning i hverdagen. A ikke forsta hvorfor vi laerer

noe, er et kjennetegn pa overflatelering, poengterer Sawyer (2022).

Kommunikasjon er den siste komponenten i forbindelse med dybdeforstaelse. Gardner og
Mansilla beskriver form som det a kunne ta i bruk fagets kommunikasjonsmidler (Bolstad,
2021). | matematikk er det a kommunisere med matematisk sprak og visualiseringer en viktig

ferdighet. Dette er nemlig et av kjerneelementene som skal gi forstaelse i faget
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(Utdanningsdirektoratet, 2019d). Elevenes kommunikasjonsevner ble malt gjennom hele
intervjuet, men i hovedsak i spgrsmal 2), 4) og 5). Siden de fleste besvarelsene skulle skije
muntlig, ble det muntlige matematiske spraket malt i starst grad. Pa spersmal 5) ble i tillegg

den skriftlige kommunikasjonen malt.

A3 0g A6, som jevnt over scoret bra pa de andre komponentene, viste god kommunikasjon
ogsa. A3 rotet litt med formuleringer pa 4), men viste ellers et presist sprak med bruk av
fagbegreper. Pa siste oppgaven hadde hun en plettfri faring med korrekt symbolbruk. A6 viste
at hun hadde et godt matematisk sprak og skilte seg ut ved a bruke begrepene fartsgraf og
posisjonsgraf under resonnementet pa 5a). A4 brukte begreper litt om hverandre og sa f.eks.
likning istedenfor funksjon og derivert istedenfor antiderivert/integrert. Selv om ikke alt han
sa var helt korrekt, hadde han utfyllende besvarelser. Pa 5b) utfarte A4 prosedyren riktig, men
var ungyaktig i forhold til desimaler og slurvet i symbolbruken sin. Bade A2 og A5 hadde en
overdreven bruk av integraltegnet. De benyttet symbolet ogsa etter at integreringen var
gjennomfart. Dette viser manglende bevissthet rundt og muligens forstaelse for symbolets
betydning.

Hvis jeg skal trekke frem ett overaskende funn, ma det vere elevenes kollektive
kunnskapshull rundt integrasjonsmetodene. Det var ytterst fa som husket navnene pa de ulike
integrasjonsmetodene: substitusjon/variabelskifte, delvis integrasjon og delbrgksoppspaltning.
Samtidig var det kun et fatall som var i stand til 4 ta i bruk disse metodene og huske
prosedyrene. Dette vil jeg si er ferdigheter som selv elever med overflatekunnskaper kan ha.

Prosedyrene til disse metodene kan nemlig memoreres uten sarlig grad av forstaelse.

46



6. Oppsummering

6.1 Svar pa forskningsspgrsmalet

Forskningsspgrsmal:

Kan et fokus pa dybdelaring i matematikk gi VG3-elever dyp forstaelse for integrasjon?

En ser at selv etter fagfornyelsen finnes det spor av overflatekunnskaper og mangel pa
forstaelse for integrasjon hos VG3-elever. Blanding av regler og prosedyrer, svekket
hukommelse og manglende oversikt kan tyde pa at enkelte elever har benyttet memorering
som leringsstrategi i arbeidet med dette temaet. Bade A1, A2, A4 og A5 viste slike
antydninger og scoret derfor lavt eller middels pa forstaelsen. Likevel var det enkelte lysglimt
a skimte hos disse elevene ogsa. Al klarte a si at integrasjon hadde noe med areal & gjere og
brukte begrepet antiderivere. A2 viste god kunnskap rundt hensikten med integrasjon og var
delvis i stand til & overfare teori til en praktisk situasjon. A4 hadde solide begrepsforklaringer
og kunne prosedyren for a regne ut et bestemt integral med flere ledd i integranden. A5 klarte
delvis & overfgre teori til praksis og var ogsa i stand til a regne ut et bestemt integral med flere

ledd i integranden.

Selv om en ser tegn til at overflatekunnskaper dominerer hos disse elevene, var det to elever
som viste andre tendenser. A3 og A6 utmerket seg pa de fleste omradene, og viste generelt
god forstaelse for temaet. A3 var trygg i resonnerings- og prosedyrefasene, mens A6 viste
solid engasjement og begrepsmessig forstaelse. Om disse har oppnadd dyp forstaelse for
integrasjon derimot, er noe vanskelig & sette to streker under. Ingen av dem klarte & forklare
analysens fundamentalteorem. A kunne gjgre rede for dette teoremet, vil jeg si er en viktig del
av dybdeforstaelsen for integrasjon. | tillegg er det et av kompetansemalene i bade S2 og R2.
A6 sin manglende redegjarelse av hensikt, og A3 sin usikkerhet rundt representasjonsdelen og
enkelte fagbegreper, viser tegn til sma sprekker i forstaelsen. Likevel kan en si at bade A3 og
A6 generelt viste solid forstaelse for temaet, noe som kan tyde pa at fokuset pa dybdelaering

kan ha bidratt positivt pa forstaelsen deres.
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6.2 Svakheter ved oppgaven

| kap. 3 Metode ble det nevnt enkelte faktorer som pavirker oppgavens gyldighet og
palitelighet. Jeg skal na diskutere hvilken innflytelse de kan ha hatt pa funnene, og hvilke

endringer som kunne blitt gjort dersom rammene hadde veert annerledes.

En svakhet ved oppgaven er at antall spgrsmal og intervjuer er fa, noe som gir et mer snevert
datagrunnlag. Med mer utforskende problemlgsningsoppgaver, kunne jeg i sterre grad sett
elevenes evne til & se saSmmenhenger, bruke tidligere leert kunnskap og overfare lzring.
Samtidig kunne elevenes evne til a reflektere over egen laering blitt malt med andre type
sparsmal. | tillegg kunne jeg kartlagt den varige forstaelsen ved a gjennomfare flere intervjuer

per elev over tid.

Et annet viktig poeng er at andre elever kunne gitt helt andre resultater. Hadde leererne
plukket ut andre elever, kunne det sett annerledes ut. Hadde jeg valgt en annen skole a
intervjue pa, ville trolig resultatene ikke vert de samme. Hadde jeg valgt a intervjue flere
elever, kunne dette ha pavirket funnene. Derfor kan jeg ikke sikkert si noe om arsak og
virkning med de dataene som er samlet inn. Det at utvalget var mer systematisk enn tilfeldig,
er bade en styrke og en svakhet. Det sikres et mangfold av elevbesvarelser, samtidig som en
ikke far et tilfeldig og generaliserbart resultat. Flere elever fra ulike skoler hadde generert et

mer representativt resultat, og hadde derfor gitt et bedre grunnlag for a trekke konklusjoner.

En avgjerende faktor som kommer uklart frem i denne studien er hvorvidt elevene har blitt
lagt til rette for dybdeleering i matematikkundervisningen. Hvordan har de aktuelle leererne
tolket dybdelaringsbegrepet, og hvordan ble dette praktisert da integrasjon stod pa planen?
Dette har jeg ikke et datagrunnlag for a si noe om. Studien baseres derfor bare pa antakelser
om at undervisningen ble lagt opp med fokus pa dybdelaring i henhold til lzereplanen. Dette
er en svakhet ved oppgaven. For a kunne si noe om praktiseringen av dybdelaring, matte jeg
ha observert begge klassene i de aktuelle timene og intervjuet lzererne. Dette var ikke mulig

da S2-klassen allerede hadde hatt om integrasjon fer jeg startet pa forskningsprosjektet.
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6.3 Veien videre

Med de rammene jeg hadde for denne oppgaven, ble naturligvis omfanget begrenset. Hva
kunne jeg potensielt fatt ut av dette forskningsprosjektet hvis tiden og ressursene hadde strekt
til? Jeg skal na belyse potensialet til prosjektet og fremheve hva kan en eventuell utvidelse

kan kartlegge.

Som jeg var inne pa, ville det & ha observert leerernes praktisering av dybdelering i
matematikkundervisningen styrket forskningen. Pa denne maten kunne en sett om
undervisningen fortsatt var dominert av en instruksjonistisk praksis eller om dybdelaring var i
fokus. Dette ville gitt en pekepinn pa om elevene hadde hatt forutsetninger for & ha lzert med

dyp forstaelse.

Siden jeg i denne studien tok utgangspunkt i en S2- og en R2-klasse, kunne jeg ha
sammenlignet disse i starre grad. Begge har integrasjon som en del av pensum, men med noe
ulik tilnzerming. | R2 gar elevene mer teoretisk og praktisk i dybden enn i S2. Med flere
informanter, gjerne fra flere skoler, hadde jeg fatt et starre grunnlag for a studere likhetstrekk
og ulikheter ved S2- og R2-elevers forstaelse. Dette kunne veert interessant a studere for a se

om deres noe ulike tilnerminger til emnet pavirker forstaelsen for integrasjon ulikt.

Et annet spennende supplement til denne forskningen ville veert & sammenligne elevenes
forstaelse far og etter fagfornyelsen. Har elevene generelt fatt dypere forstaelse for integrasjon
og andre matematiske temaer etter fagfornyelsen? Siden dybdelaring nettopp har fatt fotfeste
i skolen, ber nok dette forskes pa lengre frem i tid. Ser en tendenser til endring av
leeringsstrategier etter fagfornyelsen? Har memorering blitt byttet ut med forstaelse? For a
kunne besvare disse spgrsmalene, behgves det store mengder data fra bade far og etter

fagfornyelsen. Kanskje dette kan veere et forskningsprosjekt i fremtiden?
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8. Vedlegg

8.1 Vedlegg 1: Intervjuguide

1) Hvilket forhold har du til matematikk og hvorfor har du valgt a ta S2/R2?
2) Forklar kort fglgende:

Integrasjon dx Analysens fundamentalteorem

3) Kan du nevne situasjoner i det daglige der integrasjon kommer til nytte?

4) Huvilken integrasjonsmetode er hensiktsmessig a bruke her? Begrunn. Skal ikke regne

ut.

a) [xe*dx b) [ dx

x2-1

5) Akselerasjonstest pa bil: 0-100 km/h

Fart (m/s)

34 (8,33.611)
32 (7,-31.885)
30
bs (6, 27.777)
26
24
(5,22.127)
22
20
18
16 (4, 15.775)
14
12
10 (3,9.562)
6
(2, 4.326)
3
f(t) =/Dersom(0 <t <8,-0.14 t* +1.749 £* — 0.85 t + 0.15)
2
1, 0.909 :
( ) Tid (s)
0 1 2 3 4 10

Eleven fdr utdelt dette utklippet samt ark og skrivesaker

a) Hva forteller arealet under grafen?
b) Hvor langt kommer bilen pa 0-100 km/h — testen? Hint: 100km/h = 27.777 m/s

c) Forklar kort andre metoder som kan benyttes.
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8.2 Vedlegg 2: Utklipp til spgrsmal 5)

Akselerasjonstest pd bil: 0-100 km/h

34 i s (8,33.611)

32 7.-31.885)

30

(6, 27.777)

28
26
24
(5, 22.127)

22

20

(4,15.775)

(2, 4.326)
f(t) =/Dersom(0 <t <8,-0.14 t* + 1.749 t* — 0.85 ¢ + 0.15)

/(1, 0.909) L

0 1 2 3 - 5 6 7 8 9 10

a) Hva forteller arealet under grafen?

b) Hvor langt kommer bilen pa 0-100 km/h — testen?

Hint: 100 km/h = 27.777 m/s

c) Forklar kort andre metoder som kan benyttes
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8.3 Vedlegg 3: A1 sin besvarelse pa 5b)
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8.4 Vedlegg 4: A2 sin besvarelse pa 5b)

0H
£(#) dx

56



8.5 Vedlegg 5:

A3 sin besvarelse pa 5b)
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8.6 Vedlegg 6: A4 sin besvarelse pa 5b)
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8.7 Vedlegg 7: A5 sin besvarelse pa 5b)




8.8 Vedlegg 8: A6 sin besvarelse pa 5b)
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