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Sammendrag

Denne rapporten beskriver arbeidet med a analysere Brusselatoren og dens
dynamiske egenskaper. Brusselatoren er en autokatalyserende og oscillerende
fiktiv kjemisk prosess. Malet har veert & gjennomfere en analyse av Brussela-
toren som leder frem til et analytisk uttrykk for perioden til Brusselatorens
grensesyklus. Med et slik analytisk uttrykk vil en kunne prediktere hvorvidt
en adapsjon i perioden vil forekomme ved en bestemt endring i forutsetnin-
gene.

Beskrivende funksjoners metode er brukt for & beregne en modell som til-
nzermer Brusselatorens grensesyklus. Uttrykket for frekvensen w i denne
tilnsermingen er deretter brukt til a sette opp et analytisk uttrykk 7}, for pe-
rioden i Brusselatorens grensesyklus. Estimat beregnet ut fra det analytiske
uttrykket 7). er blitt sammenlignet bade med estimat fra andre rapporterte
uttrykk for & beregne perioden i Brusselatorens grensesyklus og periode-
verdier funnet ved simuleringer av ulinezer Brusselatormodell.

Uttrykket T}, som tilnsermer perioden i Brusselatorens grensesyklus gir mulig-
het til & si noe om adapsjonsegenskapene for grensesyklusens periode. Nytte-
verdien av uttrykket T),. er derimot begrenset fordi 7). viser seg & gi gode
periodeestimater kun i et begrenset omrade.

For & fa et bedre estimat for perioden i Brusselatorens grensesyklus er det
forsgkt & beregne en utvidet modell ogsa ved hjelp av beskrivende funksjon-
ers metode. Kompleksiteten i beregningene har imidlertid gjort at denne
utvidede modellen ikke har latt seg lgse.



iv

Sammendrag




Innhold

Forord
Sammendrag
Innhold
Figurer
Tabeller

1 Introduksjon
1.1 Motivasjon . . . . . . . ...
1.2 Kjemiske, oscillerende prosesser - Historikk . . . . . . .. ..
1.3 Reaksjonskinetikk . . . . . . .. ...
1.4 Beskrivende funksjoners metode . . . . . .. .. ... .. ...
1.5 Rapportstruktur . . . .. . ... o

2 Teori - Brusselatoren

2.1 Brusselatoren . . . .. .. ... ... .. .. ... ...

2.2 Invariante sett. . . . . . . . .. ...

2.3 Likevektspunkt og klassifisering . . . . . . .. ... ... ...

2.4 Periodiske lgsninger . . . . .. ... ... L.
2.4.1 Indeksteori . . ... ... . ... . ... ... ...,
2.4.2 Bendixons negative kriterium . . . . .. ... ... ..
2.4.3 Teorem for Brusselatoren . . .. .. ... .. .....
2.4.4 Resultater - periodiske lgsninger . . . . ... ... ..

2.5 Ilustrerende eksempler . . . . . . . .. ...
2.5.1 Eksempel 1 - Likevektspunktet er et stabilt fokus . . .
2.5.2  Eksempel 2 - Likevektspunktet er en stabilt node . . .
2.5.3 Eksempel 3 - Likevektspunktet er et ustabilt fokus
2.5.4 Eksempel 4 - Likevektspunktet er en ustabilt node . .
2.5.5 Bifurkasjon-forgrening . . . . . . ... ...

2.6 Koordinattransformasjon . . . . . . .. ... 000
2.6.1 Transformasjon av likevektspunktet til origo . . . . . .

iii

1X

xi

N B

©



vi INNHOLD

2.6.2 Transformasjon til en lukket slgyfe med en ulinearitet.
2.6.3 Beregning av G(s) . . . . .. ... ...
2.7 Oppsummering . . . . . . . . ..

3 Enkel modell
3.1 Beskrivende funksjoners metode anvendt pa Brusselatoren . .
3.2 Lgsning ved enkel modell . . . . ... ... ... 0.
3.3 Tolkning av analytisk uttrykk for periode . . .. ... .. ..
3.4 Verifikasjon . . .. ... o
3.4.1 Verifikasjonseksempel 1 . . . . . ... ...
3.4.2 Verifikasjonseksempel 2 . . . . .. .00
3.4.3 Verifikasjonseksempel 3 . . . . . . ..o
3.4.4 Diskusjon . .. ... oo
3.5 Sammenligning med alternative modeller . . . . . . . . .. ..
3.5.1 Hes variasjonsmetode . . . ... ... ... ... ...
3.5.2 Periodeestimat av Zhang . . . . . . .. ... L.
3.6 Konklusjon . . ... ... ...

4 Utvidet modell
4.1 Utvidelse av modellen . . . . . . ... .. ... ... ...
4.1.1 Balanse for konstantleddet . . . . . . . ... ... ...
4.1.2 Balanse for den grunnharmoniske . . . . . . .. .. ..
4.1.3 Balanse for den andre harmoniske . . . . . . . . .. ..
4.1.4 Totalt ligningssett . . . . . ... .. ... ... ...,
4.2 Kompleksiteten i ligningssettet . . . . . . .. ... ... ...
4.2.1 Kompleksitet i 1.ligning . . . .. ... .. ... ....
4.2.2 Kompleksitet i 2.ligning . . . .. ... ... ... ...
4.2.3 Kompleksitet i 3.ligning . . . ... ... ... ...
4.2.4 Kompleksitet i 4.ligning . . . .. . ... ... ...
4.2.5 Kompleksitet i 5.ligning . . . .. ... ...
4.2.6 Kompleksitet i ligningssettet . . . . .. ... ... ...
427 Leseutad . ... ..

5 Oppsummering

6 Konklusjon

Appendices
A Beregning av f(x) for utvidet modell
B Integraler

C Beregning av 1, 11, 172, ¢1 0g ¢2

28
30
31

33
34
38
40
41
44
47
50
52
54
54
56
o7

59
59
64
64
64
65
65
66
67
68
68
69
69
70

73

75

79

81

87

91



INNHOLD vii

D Beregning av |G(0)], |G(jw)|, £LG(jw), |G(j2w)| og ZG(j2w) 99

E Beregning av ligninger 101



viii INNHOLD




Figurer

1.1
1.2
1.3
14
1.5

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

4.1

Ulike typer adapsjon . . . . . . .. ... ... ... ... ... 1
Tidsrespons for 1 og x5 med staende svigninger. a = 1ogb=3 2
Retningsdiagram med grensesyklus nara =1ogb=3. . . . . 3
Grensesykluser med ulik stabilitet . . . . . ... ... .. ... 3
Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode 6

Klassifisering av likevektspunkt. . . . . . . . .. ... .. ... 12
En kurve med indeks lik 1 . . . . ... ... ... 14
En kurve med indeks lik O . . . . . ... ... ... 14
Grensesyklus for Brusselatoren og Bendixons kurve . . . . . . 16
Retningsdiagram nara=1ogb=1. . . . . . ... ... ... 19
Tidsrespons for 1 og ko nara=1logb=1.. .. .. ... .. 20
Retningsdiagram nar a =2 o0gb=0.5. . . . . ... ... ... 21
Tidsrespons for 1 og ko nara=2,b=0.5. . . . .. ... .. 22
Retningsdiagram med grensesyklus nara =1o0ogb=3. . . . . 23

Tidsrespons for 1 og o med staende svigninger. a = 1 ogb=3 24
Retningsdiagram med grensesyklus nar k; =1, a=1logb=7 25
Tidsrespons for 1 og o med staende svigninger. a =1 ogb =7 26
Systemstruktur for & anvende Beskrivende funksjoners metode. 28

Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode 33
Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a =3.3, b=12. 44

Tidsrespons for 1 og xo nara =33, b=12. . . . ... ... 45
Periode og k; nar temperaturen varierer. ¢ = 3.3, b=12 . . . 46
Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a=1,b=7. . 47
Tidsrespons for 1 og xo nara=1,b=7. . . . . .. .. ... 48
Periode og k; nar temperaturen varierer. a =1, b=7 . . . . . 49
Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a=1,b=3. . 50
Tidsrespons for 1 og xo nara=1,b=3. . . . . .. .. ... 51
Periode og k; nar temperaturen varierer. a =1, b=3 . . . . . 52

Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode 59



FIGURER




Tabeller

3.1
3.2

3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

Eksempler, k; =1Ve=1,...,4. . . . . . . ... ... ..., 42
Sammenligning av periodeestimater beregnet ved hjelp av beskrivende
funksjoners metode og Hes variasjonsmetode . . . . . . . . .. 55
Sammenligning av periodeestimater beregnet ved hjelp av beskrivende
funksjoners metode og metode av Zhang (1982). . . . . . . .. 56
Kompleksiteten i 1.ligning m.h.p. forskjellige variabler. . . . . 67
Kompleksiteten i 2.ligning m.h.p. forskjellige variabler. . . . . 68
Kompleksiteten i 3.ligning m.h.p. forskjellige variabler. . . . . 68
Kompleksiteten i 4.ligning m.h.p. forskjellige variabler . . . . 69
Kompleksiteten i 5.ligning m.h.p. forskjellige variabler. . . . . 69
Oversikt over antall Igsninger for hver variabel i ligningene. . 69
Kompleksiteten i ligning (4.22) og (4.24) der ay er lgst ut . . 70
Kompleksiteten i ligning (4.22) og (4.26) der a; er lgst ut . . 70

Kompleksiteten i ligning (4.24) og (4.26) der aj er lgst ut . . 70



xii

TABELLER




Kapittel 1

Introduksjon

I dette kapittelet vil problemstilling i oppgaven bli presentert, og grunn-
leggende begreper bli beskrevet.

1.1 Motivasjon

I mgte med vedvarende endringer i omgivelsene har organismer evnen til a
adaptere eller tilpasse seg. Det kan veere endringer i temperatur, lysforhold
eller andre faktorer. Man skiller mellom ingen adapsjon, delvis adapsjon, per-
fekt adapsjon og overadapsjon. Figur 1.1 er hentet fra Drengstig et al. (2008)
og viser tidsresponsen for fire ulike system nér et sprang er satt pa systemet
ved tiden ¢ = 1. De fire responsene svarer til forskjellige typer adapsjon.

"1: no adaptation
2: partial adaptation

3: perfect adaptation |

response
T

4: overadaptation |

1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
time

Figur 1.1: Ulike typer adapsjon

Eksempler pa adapsjon som vi alle kan kjenne igjen er kroppens evne til a
regulere temperatur selv om omgivelsestemperaturen varierer. Qyet tilpas-
ser seg ogsa raskt etter lysforholdene. Gar en fra et mgrkt rom og ut i sollys
vil en fgrst oppleve lyset som meget sterkt. Etter kort tid vil gyet tilpasse
seg de nye lysforholdene. Pupillen trekker seg sammen og reduserer dermed
mengden lys som kommer inn til netthinnen.
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De fleste biokjemiske reaksjoner er sveert avhengige av temperatur. Det er
derfor interessant at mange organismer har evnen til & holde fysiologiske
egenskaper tilnsermet konstant over et stgrre omrade pa temperaturskalaen.
Adapsjon i forhold til endring i temperatur er i literaturen ofte kalt temperatur-
kompensasjon (Ruoff 1992).

For oscillerende systemer er det interessant & studere om det finnes adapsjon i
svingeperiode, det vil si at systemets periode ikke endres selv om omgivelsene
endres. En vedvarende endring i omgivelsene kan gi en vedvarende endring i
amplitude, men samtidig en neermest perfekt adapsjon i periode.

I denne oppgaven fokuseres det pa Brusselatoren og dens dynamiske egen-
skaper. Brusselatoren er en autokatalyserende og oscillerende fiktiv kjemisk
prosess, som kan beskrives slik:

k1
a —xI
ko
2x1 + o0 =311
k
b + I —3>$2 + d
ky
Xr1 —e€

Et eksempel pa tidsresponsen for x1 og x2 ved et valg av parametere, k; = 1,
Vi=1,...,4, a=1o0g b= 3, er vist i figur 1.2.

Tid

0 10 20 30 40 50
Tid

Figur 1.2: Tidsrespons for 1 og xo nar k; =1, a=10g b= 3

Det er videre mulig & plotte 1 mot xo i faseplanet. For tilfellet i figur 1.2
vil det i faseplanet eksistere en grensesyklus som vist i figur 1.3
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Figur 1.3: Retningsdiagram med grensesyklus nar a = 1 og b = 3.

En grensesyklus er en isolert lukket lgsningskurve hvor det med isolert menes
at neerliggende lgsningskurver ikke er lukket. De gar enten i en spiral mot
eller bort fra grensesyklusen. Dersom alle neerliggende Igsningskurver trekkes
mot grensesyklusen, sa kalles den stabil. Ellers er grensesyklusen ustabil eller
i spesielle tilfeller ensidig-stabil (Strogatz 1994) se figur 1.4.

Grensesyklus Q Lzl stabil

G kl
rensesyrius Grensesyklus

Figur 1.4: Grensesykluser med ulik stabilitet (Strogatz 1994)

I dette arbeidet har méalet veert & gjennomfgre en analyse av Brusselatoren
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som leder frem til et analytisk uttrykk for perioden til Brusselatorens grense-
syklus. Med et slik analytisk uttrykk vil en kunne prediktere hvorvidt en
adapsjon i perioden vil forekomme ved en bestemt endring i forutsetningene,
for eksempel endring i konsentrasjonene a, b eller k;, i = 1,...,4. En vil ogsa
lettere kunne finne ut hvilke faktorer i prosessen som bidrar til adapsjon.

1.2 Kjemiske, oscillerende prosesser - Historikk

Mesteparten av stoffet i dette delkapittelet er hentet fra Winfree (1984).
Oscillerende kjemiske prosesser har ikke blitt systematisk studert fgr de siste
60 arene, og det det var nsermest ved en tilfeldighet at det hele begynte.
Rundt 1950 oppdaget Boris Pavlovich Belousov til sin overraskelse at reak-
sjonen han studerte, en sur lgsning i vann med sitronsyre, oksidasjons mid-
delet natrium-bromat(NaBr03) og Cerium (Ce(IV) eller Ce(III)) ioner, viste
regulaere oscillasjoner i redokstilstanden av Igsninsen, dvs i konsentrasjon-
en av Ce(IV) eller Ce(III) ioner. Belousov gjorde grundige studier av det
han oppdaget, men lyktes ikke i & fa sine resultater publisert. P4 den tiden
trodde det vitenskapelige miljget at de termodynamiske lovene ikke tillot
oscillerende kjemiske reaksjoner. Belousov prgvde igjen a fa publisert sine re-
sultater, men gav til slutt opp. I 1961 fikk studenten Anatol M. Zhabotinsky
en oppgave av S. E. Schnoll som brakte ham inn pa de samme oppdagelser
som Belousov. Zhabotinskys grundige studier markerte starten pa interessen
for oscillerende kjemiske reaksjoner, som blant annet Higgins (1967) har sett
nagermere pa.

I dag kjenner man flere bade fiktive og reelle kjemisk oscillerende prosesser.
Brusselatoren er en fiktiv kjemisk oscillerende prosess, og ble forste gang in-
trodusert av Prigogine and Lefever (1968). Etterhvert er Brusselatoren blitt
en ”eksempel-prosess” som er mye brukt i forskning. Brusselatorens egen-
skaper er studert av mange, blant annet Qin and Zhen (1980), Zhang (1982),
Ruoff (1992), Zhang (2007) og Bashkirtseva and Perevalova (2007).

1.3 Reaksjonskinetikk

Kjemiske prosesser beskrives vanligvis ved hjelp av stgkiometriske ligninger:

aA+bB % cC +dD (1.1)

der A, B, C og D er de kjemiske elementene og a, b, ¢ og d er stgkiometriske
koeffisienter og k er en hastighetskonstant som sier noe om hvor raskt reak-
sjonen gar.
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Reaksjonshastigheten, r, for reaksjonen i ligning (1.1) er definert slik:

1d[A]  1d[B] 1dC] 1d[D]
o d T b dl e di —dd (1.2)

hvor [A], [B], [C] og [D] betegner molare konsentrasjoner.

En elementaerprosess er en prosess som gar i et trinn, og som har maksimalt
to molekyler involvert. Dersom en antar at ligning (1.1) er en elementaer-
prosess, kan reaksjonshastigheten i ligning (1.2) skrives:

r = k[A]"[B]’
k er hastighetskonstanten gitt ved Arrhenius ligning:
k= Ae Rt (1.3)

hvor T er temperaturen i Kelvin, A er en konstant uavhengig av tempera-
tur, R er den universelle gasskonstanten og F, er aktiveringsenergien som
sier hvor sensitiv k£ er nar man varierer T. Hastighetskonstanten k& er med
andre ord avhengig av temperatur. Van’t Hoff’s regel sier at ved 10 graders
temperaturgkning vil reaksjonshastigheten vanligvis gke med en faktor 2 — 3.

1.4 Beskrivende funksjoners metode

Mye av det som er gjort av analyse og modellvalg er gjort i samarbeid med
Pettersen (2009)

I analysen av Brusselatoren er det brukt beskrivende funksjoners metode
(Balchen 1992). Dette er en tilnsermingsmetode ved hjelp av Fourierrekke-
utvikling, og ngyaktigheten i metoden avhenger av hvor mange ledd i rekken
som tas med.

For i det hele & kunne anvende beskrivende funksjoners metode ma en fgrst
kunne sette opp systemet pa formen vist i figur 1.5. Den forste blokken,
w = f(x), inneholder alle ulineariteter i systemet, mens den andre blokken,
G(p), er et linezert element. G(p) er en transferfunksjon, der variabelen p
betyr at en er i tidsplanet. G(s) er den Laplacetransformerte av G(p).
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Ulinewrt element Line®rt element

it =0 Xt Wit _1'”1’
o) w=fix) Gip)

¥
¥
v

Figur 1.5: Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode

Beskrivende funksjoners metode bygger pa at det mé veere en harmonisk
balanse mellom inngangen til det ulinesere elementet, x(t), og utgangen fra
det linezere elementet, y(t). Legg merke til i figur 1.5 at x(t) = —y(t).

Utgangen w(t) fra det ulinesere elementet i figur 1.5 bestar av en uendelig
Fourierrekke. Det linesere elementet, G(p), fungerer som et lavpassfilter.
Dette gir grunn til & anta at de hgye frekvensene i Fourierrekken filtreres
bort og at en bare trenger & ta hensyn til de laveste frekvensene. Hvor mange
frekvenser en skal velge & ta hensyn til for & fa gode estimat er imidlertid ikke
gitt. Det er ofte forskjellige krav til hvor godt et estimat skal veere. Dersom
det er tatt hensyn til et gitt antall frekvenser kan det gi gode estimater for en
modell og darlige estimater for andre modeller. Kompleksiteten i beregning-
en gker imidlertid ved & ta hensyn til flere frekvenser. En antar dermed ofte
at utgangen y(t) fra det linezere elementet, og dermed ogsé inngangen z(t)
til det ulinesere elementet (figur 1.5 viser at xz(t) = —y(t)), bare inneholder
grunnfrekvensen.

En generell Fourierrekke vil veere:
z(t) = ap + ag coswt + By sinwt + ag cos 2wt + B sin 2wt + ...
eller ekvivalent

z(t) = ag + ag sin(wt + 71) + ag sin(2wt + ¥2) + ... (1.4)

Det er en ekstra frihetsgrad ved at startpunktet kan velges. Dette gir mulig-
heten for & velge 1 = 0 slik at ligning (1.4) kan skrives:

z(t) = ap + ag sinwt + ag sin(2wt + y2) + ... (1.5)
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1.5 Rapportstruktur

Arbeidet i denne rapporten er tre-delt. Fgrste del er generell teori og analyse
av Brusselatoren i kapittel 2. Deretter beregnes en enklest mulig modell for
Brusselatoren ved hjelp av beskrivende funksjoners metode i kapittel 3. Til
slutt utvides modellen fra kapittel 3 for & f& en mer presis modell for Brus-
selatoren i kapittel 4.

I beregningene i kapittel 3 gjores antagelsen om at det bare er konstantleddet
og grunnfrekvensen i Fourierrekken i ligning (1.5) som ikke filtreres bort i
det linesere elementet i figur 1.5. Utgangen y(t) fra det lineszere elementet
G(p) i figur 1.5 er dermed en enkel sinussvigning. Inngangen x(t) (husk:
z(t) = —y(t)) til det ulinesere elementet i figur 1.5 kan da skrives slik:

z(t) = —y(t) = ap + a1 sin(wt) (1.6)

I kapittel 2.6 gjgres det en koordinattransformasjon slik at likevektspunktet
flyttes til origo. Etter dette gjores antagelsen at konstantleddet, g i lign-
ing 1.6 méa veere lik 0. Pa dette grunnlag antas det i beregningen av modellen
for Brusselatoren at inngangen z(t) til det ulinesere elementet i figur 1.5 er
gitt ved:

z(t) = —y(t) = asin(wt) (1.7)

Modellen beregnet ved hjelp av beskrivende funksjoners metode og med inn-
gangen x(t) til det ulinesere elementet i figur 1.5 gitt i ligning (1.7) kalles i
rapporten for den enkle modellen.

I beregningene i kapittel 4 utvides modellen. Det vil si at inngangen x(¢) til
det ulinesere elementet i figur 2.13 har med flere ledd av Fourierrekken enn
i ligning (1.7). I beregningene i kapittel 4 antas inngangen x(t) & veere:

z(t) = ap + aq sin(wt) + ag sin(2wt + ) (1.8)

Modellen beregnet med z(t) gitt i ligning (1.8) kalles i rapporten for den
utvidede modellen.
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Kapittel 2

Teor1 - Brusselatoren

Dette kapittelet presenterer teori og generell analyse av Brusselatoren, noe
som innebarer & finne og klassifisere invariante sett. Likevektspunkt blir ar-
beidet med i kapittel 2.3 og de periodiske lgsningene er tema i kapittel 2.4,
hvor ogsa indeksteori og Bendixons negative kriterium presenteres. I kapit-
tel 2.5 er det 4 eksempler som visualiserer resultat fra kapittel 2.3 og 2.4. 1
kapittel 2.6 gjgres en koordinattransformasjon slik at likevektspunktet blir
liggende i origo. Denne transformasjonen gjgres for at de videre beregningene
skal bli enklere. Til slutt i kapittel 2.7 er det en kort oppsummering.

2.1 Brusselatoren

Mekanismen for Brussellatoren kan beskrives slik:

k1

a —I
k
2$1 + T2 —2>3$1
k3
b+z1 Sao+d
ky
r1 —e

Hvor a, b, d, e, 1 og xo representerer kjemiske elementer. De elementene
som er av interesse er x1 og 9 som er de autokatalyserende elementene.

Differensialligningene for x1 og xs nar tidsavhengigheten for enkelhetsskyld
er fjernet er gitt ved:

T, = aki + /{?2.%'%.%'2 —b-ksx1 — kyx1 = fl(.%'l,.%'g) (2.1)
Tg = —k‘QCC%xg +5b- kigxl = f2($1,$2) (22)

Konsentrasjonene a og b i ligningene (2.1) og (2.2) antas & veere konstante
og storre enn 0. Hastighetskonstantene k; Vi = 1,...,4 er ogsa stgrre enn 0.
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2.2 Invariante sett

Et sett M sies & veere et invariant sett med hensyn pa & = f(x) dersom
(Khalil 2002):
z(0) e M = z(t) € MVt € R

Det vil si at om en lgsning tilhgrer M ved et tidspunkt, sa vil lgsningen
tilhgre M for all fremtid og fortid. Et sett M sies & veere et positivt invariant
sett med hensyn pa & = f(z) dersom:

z(0) e M = z(t) e M\Vt >0

Likevektpunkt (kapittel 2.3) og periodiske lgsninger (kapittel 2.4) er i det
minste positivt invariante sett.

2.3 Likevektspunkt og klassifisering

For & finne eventuelle likevektspunkt for Brusselatormodellen i ligningene (2.1)
og (2.2) lgses ligningene:

fi(z1,22) =0 (2.3)
f2 (.%'1,.%'2) =0 (2.4)

hvor fi(z1,x2) og fa(x1,x2) er definert i henholdsvis ligning (2.1) og lign-
ing (2.2).

Ligningssettet (2.3) og (2.4) gir kun en lgsning for likevektspunktet, nemlig:

x] = ak4 (2.5)
* b k3k4
= —— 2.
T a ks (2.6)

Legg merke til at Brusselatorens likevektspunkt (z7, z3) er avhengig av bade
ki, ko, k3, k4, a, og b. Siden alle disse parameterne er positive vil likevekts-
punktet alltid veere lokalisert i forste kvadrant.

For & klassifisere likevektspunketet og dermed kunne si noe om systemets
oppfarsel lokalt om likevektspunktet ma den ulinesere modellen gitt ved
ligningene (2.1) og (2.2) lineariseres omkring arbeidspunktet z* = (27, x3).
Taylorrekkeutvikling gir:

Az = AAx
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hvor Az = x — x*, og A er Jakobimatrisen:

af af K2k
A— = (2.7)
o) 9h ks —a2fik2
8$1 z* 81‘2 T* 3 kz
Det linesere systemet kan da skrives slik:
, 2 kiks
Az = (bk‘3 — k‘4)A£C1 +a ?AQ)‘Q (28)
4
, 2 kiks
Axg = —bk‘gA:Cl —a ACEQ (29)

ki
Det linesere systemets egenverdier finner man ved & lgse den karakteristiske

ligningen:
k2k k2k
22 (bks — Ky — a2 ) A+ a2 2 =0
( 3 14— Q ki +a o

som ogsé kan skrives pé formen:
A — Tr(A)A + det(A) =0 (2.10)

hvor Tr(A) (eng: trace) er summen av diagonalelementene i matrisen A og
det(A) er determinanten til matrisen A.

Lgsning av annengradsligningen (2.10) gir det linesere systemets egenverdier,

A

ALg = (2.11)

Tr(A) £ |/ Tr(A) — 4 det(4)

2
Nar ingen av egenverdiene ligger pa den imagineere aksen, d.v.s. R(A;2) #
0, kalles ofte likevektspunktet for hyperbolsk. Hartman-Grobman teoremet
(Strogatz 1994) sier at det lokale faseplanet i og naer et hyperbolsk likevekt-
sunkt for et ulinesert system er topologisk ekvivalent til faseplanet i og lokalt
rundt likevektspunktet av det lineariserte systemet. Ved hjelp av det lineari-
serte systemet kan man altsa si noe om oppforselen i og neer likevektspunktet
for det ulingere systemet.

Fra ligning (2.11) ser man at det er to viktige stgrrelser som inngar i uttrykket
fOl“ )\1 2.

k2k
— 22

det(A) ?
4

(2.12)

ki

TI‘(A) = bkg — k4 —a (213)
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som igjen benyttes til & definere
A = Tr*(A) — 4det(A) (2.14)

A er storrelsen under rottegnet i ligning (2.11), A > 0 gir to reelle egen-
verdier mens A < 0 gir to komplekskonjugerte egenverdier. Ligning (2.11)
kan dermed omformuleres slik:

Tr(A) £ VA

Ao = Te(4) £ VA (2.15)
’ 2

For & klassifisere likevektspunktet benyttes Tr(A), det(A) og A. Figur 2.1 er

hentet fra Strogatz (1994) og oppsummerer hvordan likevektspunktet endres

nar Tr(A), det(A) og A endres.

Tr(A) A =TH(A)-4det(4)=0

Ustabile noder

------

—Sadelpunkt _ : det(A)

Stabile fokus

Stabile noder

ikke isolerte
likevektspunkt

Stjerner og degenerert noder

Figur 2.1: Klassifisering av likevektspunkt.

Spesialtilfellene i figur 2.1 med ikke isolerte likevektspunkt, senter, stjerne
noder og degenererte noder vil ikke bli viet oppmerksomhet i denne rap-
porten annet enn & henvise til mer stoff om emnet i Strogatz (1994)

Fra ligning (2.12), og det faktum at @ > 0,b > 0o0g k; >0Vi=1,...4, er
det gitt at det(A) > 0. Likevektspunktet (z7, %) (Ligning (2.5) og (2.6)) for
Brusselatoren i (2.1) og (2.2) kan dermed aldri veere et sadelpunkt.

Brusselatorens likevektspunkt (al,z—i, %l]z?’g;) er et:

e Eksponensielt stabilt likevektspunkt dersom Tr(A) < 0
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e Ustabilt likevektspunkt dersom Tr(A) > 0
For a fa Tr(A) < 0, og dermed et eksponesielt stabilt likevektspunkt mé:

o ok
h< 4 M2
& R

(2.16)
Uavhengig av om likevektspunktet er stabilt eller ikke benyttes ligning (2.15)
til & klassifisere likevektspunktet som:

e Fokuspunkt dersom A < 0 i ligning (2.14). Fra ligning (2.15) ser en
at A < 0 gir komplekskonjugerte egenverdier Aj s.

e Nodepunkt dersom A > 0 i ligning (2.14). Fra ligning (2.15) ser en
at A > 0 gir to reelle egenverdier, Aq .

Visualisering med eksempler av de forskjellige typene likevektspunkt (stabil
node, ustabil node, stabilt fokus og ustabilt fokus) finnes i kapittel 2.5.

2.4 Periodiske lgsninger

I dette kapittelet ser en pa om det eksisterer invariante sett for Brusselatoren
i ligning (2.1) og (2.2) i form av periodiske lgsninger. Hensikten er & identifi-
sere for hvilke tilfeller det kan eksistere en periodisk lgsning og for hvilke
tilfeller det ikke kan eksistere noen periodisk lgsning. For a gjgre denne ana-
lysen benyttes indeksteori og Bendixon negative kriterium.

2.4.1 Indeksteori

Mesteparten av stoffet i dette kapittelet er hentet fra (Strogatz 1994)

Indeksen I, til en lukket kurve C er et heltall som er et mél for vridningen av
retningsfeltet pa C. Indeksen gir ogséa informasjon om eventuelle likevekts-
punkt som ligger innenfor kurven.

Anta et glatt retningsfelt z = h(z) i faseplanet. Tenk sa en lukket kurve C
som blir lagt oppa retningsfeltet. Denne kurven trenger ikke veere en lgsnings-
kurve. Videre antas det at kurven C' ikke krysser seg selv eller gar gjennom
noen likevektspunkt pa retningsfeltet. For hvert punkt pa C' er det da en
retningsvektor i faseplanet.

Indeksen I, til kurven C er lik antall vridninger retningsvektoren har mot
klokken nar en fglger rundt C' en runde mot klokken. At en kurve C har
I. = 1 vil altsé si at om en fglger kurven C' en runde mot klokken, sa gar
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samtidig retningsvektoren en runde mot klokken, se figur 2.2.

Figur 2.2: En kurve med indeks lik 1

Dersom eksempelvis I. = —2, betyr det at retningsvektoren roterer to runder
med klokken nar en fglger kurven C' en runde mot klokken.

Figur 2.3: En kurve med indeks lik 0

Kurven i figur 2.3 har indeks lik 0. Retningsvektoren roterer ikke nar en
fglger kurven rundt en runde mot klokken.

Noen viktige egenskaper for indeks:

1. Anta at kurven C kan kontinuerlig omformes til kurven C’ uten & g
gjennom noen likevektspunkt. Da er I, = I..

2. Dersom kurven C' ikke omslutter noen likevektspunkt, sa er I, = 0.

3. Dersom en snur alle pilene i retningsdiagrammet ved a forandre t — —t,
s& er indeksen uforandret.

4. En lukket kurve C' som er en lgsningskurve for et system har I = 1.

Tilsvarende som for indeksen I til en kurve, finnes indeks I« for et likevekts-
punkt z*. Indeksen I, for et likevektspunkt z* er lik indeksen til enhver
kurve som omslutter dette likevektspunktet og ingen andre likevektspunkt.
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Bade for et nodepunkt og et fokuspunkt er indeksen I = 1. Fra punkt 3 over
er det gitt at det ikke har noe & si om nodepunktet eller fokuspunktet er
stabilt eller ustabilt. Det svarer til a snu alle pilene i retningsdiagrammet
ved & forandre ¢ — —t. For et sadelpunkt er indeksen I = —1.

Indeks teoremet 2.4.1 Dersom en lukket kurve C' omringer n isolerte likevekts-
punkt, z1*,...,2n", sd er:

I.=5L+I1,+..+1,

hvor I, er indeksen til zy*, for k =1,...,n.

2.4.2 Bendixons negative kriterium

Bendixons negative kriterium (Glansdorff and Prigogine 1971) sier at enhver
periodisk lgsning er ngdt til & krysse kurven

Ohx  Ohy
ox " ax (2.17)
hvor
dX
hx = —
X7
dY
hy = —
YT

For Brusselator modellen gitt i ligning (2.1) og (2.2) betyr det at dersom det
eksisterer en periodisk lgsning, sa ma den krysse kurven

o of

ot o0, =0 (2.18)

hvor fi(z1,22) og fa(x1,x2) er gitt i henholdsvis ligning (2.1) og (2.2).

ofi Of2

Beregning av v 08 . 8ir
0
i = 2k2$1$2 — bk‘g — k‘4
8561
Of2 2
2L
31‘2 211

som innsatt i ligning (2.18) gir kurven:
2/<?2.%'11‘2 — bk)g — /{?4 — /{?21'% =0

Lgst med hensyn pé for eksempel x5 gir:

1 bks +/<:4i

=X
! 2/€2 T

5 (2.19)

Tro =
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Et eksempel pa kurven gitt i ligning (2.19) ved et valg av parametere, k; = 1
Vi=1,...,4, a=10gb=3 er vist i figur 2.4.

Figur 2.4: Grensesyklus for Brusselatoren og kurven gitt i ligning (2.19) nar
ki=1Vi=1,...,4,a=10gb=3.

2.4.3 Teorem for Brusselatoren

I Qin and Zhen (1980) blir det bevist eksistens av en stabil grensesyklus for
Brusselatoren under gitte betingelser. Fglgende teorem blir bevist:

Teorem 2.4.1 Systemet gitt ved:

i=a—(1+bx+a’y
g =bx — 2%y

hvor a > 0 og b > 0 har en unik grensesyklus som er globalt periodik asymp-
totisk stabil under forutsetningen b > 1+a?. I tilfellet hvor b < 1+ a2, sd er



2.4 Periodiske lgsninger 17

det eneste singulere punktet (a, g) globalt asymptotisk stabilt. Det eksisterer
da ingen grensesyklus.

I teorem 2.4.1 er k; Vi = 1,...,4. Ellers er systemet det samme som i lign-
ing (2.1) og (2.2).

Legg merke til at nar k; = 1 Vi =1,...,4 blir betingelsen i ligning (2.16) for
& fa Tr(A) < 0, og dermed et strabilt likevektspunk, redusert til b < 1 + a?.
Betingelsene b > 14 a? og b < 14 a? i teorem 2.4.1 kan altsa erstattes med
henholdsvis Tr(A) > 0 og Tr(A) < 0. Dette samsvarer med klassifiseringen
av likevektspunktet diskutert i kapittel 2.3.

2.4.4 Resultater - periodiske lgsninger

Proposisjon 1: Dersom det finnes en periodisk lgsning, vil den omslutte
. k1 b ksk
likevektspunktet (z3, %) = (ak—i, Eﬁ)'

Bevis: Indeks teoremet.

Proposition 2: Dersom det eksisterer en periodisk lgsning, vil den i fase-
planet krysse kurven gitt i ligning (2.19), og gjengitt i ligning (2.20):

1 bks +/<:4i

=X
! 2/€2 T

5 (2.20)

T =

Bevis: Bendixsons negative kriterium.

En periodisk lgsning méa krysse kurven i ligning (2.20) minst 2 ganger. Kur-
ven i ligning (2.20) er en hyperbel, som ligger i forste og tredje kvadrant
i faseplanet. Siden x1 og s er kjemiske stgrrelser, og dermed ikke kan ha
verdi mindre enn 0, s& er det den delen av kurven i ligning (2.20) som ligger
i 1.kvadrant som er av interesse, se figur 2.4.

Teorem 2.4.1 sammen med proposisjon 1 og proposisjon 2 gir fglgende:
Proposition 3:

o Fork; =1 0ogb< 14a? har Brusselatoren et globalt asymptotisk stabilt
likevektspunkt (a, %)

e For k; =1 og b > 1+ a® har Brusselatoren en unik globalt asymp-
totisk stabil grensesyklus i forste kvadrant som krysser kurven gitt i
ligning (2.20) og som omslutter det nd ustabile likevektspunktet (a, 2).

a
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2.5 Illustrerende eksempler

I dette kapittelet blir de fire forskjellige typene likevektspunkt, i) stabilt

fokus, i7) stabil node, 7i7) ustabilt fokus og iv) ustabil node, tidligere diskutert

i kapittel 2.3 visualisert gjennom fire eksempler. I de to tilfellene hvor likevekts-
punktet er ustabilt er det ogsd en grensesyklus. Disse to eksemplene med

grensesykluser visualiserer ogsa at grensesyklusen er stabil, ligger i forste

kvadrant og hvordan den er i forhold til likevektspunktet (a, 3) I hvert av

de fire eksempel er det en figur med retningsdiagram og en figur med tids-

respons for 1 og xy. Felles for alle eksemplene er at k; =1V i=1,...,4.

Det gjor at uttrykket for det(A) i ligning (2.12) og uttrykket for Tr(A) i

ligning (2.13) reduseres til:

det(A) = a? (2.21)

Tr(A) =b—1—a? (2.22)
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2.5.1 Eksempel 1 - Likevektspunktet er et stabilt fokus

I dette eksempelet er a = 1 og b = 1. Det gir Tr(A) < 0 fra ligning (2.22) og
A < 0 fra ligning (2.14). Videre betyr det at likevektspunktet (a, %) =(1,1)
er et stabilt fokuspunkt.

Figur 2.5: Retningsdiagram nar a =1 og b = 1.

I retningsdiagrammet i figur 2.5 kan en se at likevektspunktet er et fokus-
punkt siden lgsningskurvene svinger i en spiral inn mot likevektspunktet. Fra
pilene i retningsdiagrammet er det ogsé tydelig a se at likevektspunktet er
stabilt siden pilene fglger lgsningskurvene inn mot likevektspunktet.
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Figur 2.6: Tidsrespons for 1 og xo nar a =1 og b = 1.

Tidsresponsen for 21 og x9 i figur 2.6 gar mot likevekt (21 = 1) og (z2 = 1).
Det tyder pa at likevektspunktet er stabilt. I innsvigningsforlgpet kan en se
antydninger til dempede svigninger, det tyder pa at likevektspunktet er et
fokuspunkt.
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2.5.2 Eksempel 2 - Likevektspunktet er en stabilt node

I dette eksempelet er a = 2 og b = 0.5. Det gir Tr(A4) < 0 fra ligning (2.22
og A > 0 fra ligning (2.14). Videre betyr det at likevektspunktet (a, g) =
(2,0.25), er en stabilt node.

Figur 2.7: Retningsdiagram nar a = 2 og b = 0.5.

I retningsdiagrammet i figur 2.7, ser en igjen at likevektspunktet er stabilt.
Pilene folger lgsningskurvene inn mot likevektspunktet. I dette tilfellet er
likevektspunktet en node, og det ser en ved at lgsningskurvene ikke svinger
seg 1 spiral inn mot likevektspunktet.



22 Teori - Brusselatoren

25

15 b

Tid

0.8 ]

0.4 b

0.2 ! ! ! !
0 10 20 30 40 50

Tid
Figur 2.8: Tidsrespons for 1 og x3 nar a = 2, b = 0.5.

Fra tidsresponsen for x1 og xo i figur 2.8 ser en at likevektspunktet er en
stabil node. Tidsresponsen gar mot likevekt (z1 = 2) og (z2 = 0.25), men i
motsetning til i figur 2.6 er det ingen dempede svigninger i innsvigningsfor-
lgpet.
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2.5.3 Eksempel 3 - Likevektspunktet er et ustabilt fokus

I dette eksempelet er a = 1 og b = 3. Det gir Tr(A) > 0 fra ligning (2.22) og
A < 0 fraligning (2.14). Det betyr videre at likevektspunktet, (a, 3) = (1,3),
er et ustabilt fokuspunkt.

Figur 2.9: Retningsdiagram med grensesyklus og kurven gitt i ligning (2.19)
nar a =1 og b= 3.

I retningsdiagrammet i figur 2.9 ser en at likevektspunktet er ustabilt. Pi-
lene fglger lgsningskurvene bort fra likevektspunktet og mot grensesyklusen.
Grensesyklusen er derimot stabil, og trekker til seg lgsningskurvene bade fra
utsiden og innsiden. Fra retningsdiagrammet kan en se at likevektspunktet
er et fokus ved at lgsningskurvene snurrer som en spiral bort fra likevekts-
punktet.
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Figur 2.10: Tidsrespons for x1 og x5 med staende svigninger. a =1 og b = 3
Startpunktet er (1,2.99). Dersom startpunktet hadde veert lik likevektspunkt-
et (1,3) ville x; og xo forblitt i denne tilstanden.

Fra tidsresponsen for x; og xo i figur 2.9 ser en at likevektspuktet ikke er
stabilt. Selv om en begynner neer likevektspunktet (startpunkt (1,2.99)) gar
ikke tidsresponsen inn i likevekt. Tidsresponsen gar derimot inn i staende
svigninger, noe som tyder pa at det i faseplanet er en grensesyklus som i
alle fall er stabil fra innsiden. For & ogsa kunne anta stabilitet fra utsiden av
grensesyklusen ut fra tidsresponsen til z; og x5 ma en se pa tidsresponsen
nar en har et startpunkt utenfor grensesyklusen. Dersom tidsresponsen ogsa
da gar inn i de samme staende svigningene, tyder det pa at grensesyklusen
er stabil ogsa fra utsiden. I dette eksempelet viser retningsdiagrammet i fig-
ur 2.9 at grensesyklusen er stabil bade fra innsiden og utsiden.
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2.5.4 Eksempel 4 - Likevektspunktet er en ustabilt node

I dette eksempelet er a = 1 og b = 7. Det gir Tr(A) > 0 fra ligning (2.22) og
A > 0 fra ligning (2.14). Det betyr videre at likevektspunktet, (a, 3) = (1,7),
er et ustabilt nodepunkt.

Figur 2.11: Retningsdiagram med grensesyklus og kurven gitt i ligning (2.19)
nar k; = 1,a = 1 og b = 7. Merk at aksene pa retningsdiagrammet i figur 2.11
er endret i forhold til retningsdiagrammene i figurene 2.5, 2.7 og 2.9. Det er
for & fa med hele grensesyklusen i figur 2.11.

Fra retningsdiagrammet i figur 2.11 ser en at likevektspunktet er ustabilt. Pi-
lene folger losningskurvene bort fra likevektspunktet, (a,2) = (1,7) og mot
grensesyklusen som er stabil. Grensesyklusen trekker til seg lgsningskurvene
bade fra utsiden og innsiden. Lgsningskurvene snurrer seg ikke i en spiral
bort fra likevektspunktet, det er fordi likevektspunktet er en node.
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Figur 2.12: Tidsrespons for z1 og xo med staende svigninger, hvor a = 1 og
b = 7. Startpunktet (1,6.99) er som i figur 2.10 naert likevektspunktet (1,7).
Merk at aksene i figur 2.12 er endret i forhold til tidresponsene i figur 2.6,
2.8 og 2.10.

Tidsresponsen for x; og x i figur 2.12 tyder pa at likevektspunktet er usta-
bilt. Tidsresponsen gér inn i stdende svigninger, selv om en starter neer
likevektspunktet. Det er ingen mindre svigninger i tidsresponsen fgr den gar
inn i de staende svigningene slik som det er i figur 2.10. Det tyder pa at
likevektspunktet er en node.

2.5.5 Bifurkasjon-forgrening

I kapittel 2.5.1 vises et eksempel der likevektspunktet er et stabilt fokus. I
kapittel 2.5.3 vises et eksempel der likevektspunktet er et ustabilt fokus. Legg
merke til at alle parameterne i de to eksemplene er like, borsett fra b. Det
at b endres fra 1 til 3 gjor at likevektspunktet endrer stabilitets egenskaper.
Nar k1 =1, ko =1, k3 =1, ks =1 o0g a =1 som i disse to eksemplene sa
er Tr(A) < 0, og likevektspunktet dermed stabilt, nar b < 2 (ligning (2.16)).
Nér b > 2 blir Tr(A) > 0 og likevektspunktet er ustabilt. Denne endringen i
stabilitetsegenskep kalles for en bifurkasjon eller forgrening (Strogatz 1994).
Punktet (a = 1,b = 2) kalles bifurkasjonspunktet. Bifurkasjon vil ikke bli
videre studert i denne oppgaven, men det er likevel verdt a registrere at det
skjer.
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2.6 Koordinattransformasjon

I dette kapittelet blir det forst i kapittel 2.6.1 gjort en koordinattrans-
formasjon av modellen for Brusselatoren i (2.1) og (2.2) slik at likevekts-
punktet blir liggende i origo. Deretter gjores det enda en transformasjon
i kapittel 2.6.2 for at modellen skal fa en struktur slik at en kan anvende
beskrivende funksjoners metode.

2.6.1 Transformasjon av likevektspunktet til origo

For & analysere Brusselatoren i (2.1) og (2.2) ved hjelp av beskrivende
funksjoners metode, er det hensiktsmessig & transformere systemet slik at
likevektspunktet er i origo. Dette er for & gjgre beregningene lettere.

Likevektspunktet transformeres til origo ved fglgende transformasjon:

k
21 =x1 —x] =11 — a2t (2.23)
k4
N b k3k4
7y =12 — 23 = T3~ Tiho (2.24)

Transformasjonen gitt ved ligning (2.23) og (2.24) gir sammenhengene:

P— (2.25)
%y = g (2.26)
r1 =2+ aﬁ (2.27)
k4
B b ksky
Tro9 = 22 p kle (228)

Ligningene (2.25) til (2.28) settes inn i modellen for Brusselatoren i (2.1)
og (2.2) og gir systemligningene i de nye koordinatene som:

b ksk kiks kaz
Z1 = /{?22%2’2 + — L3t % + 2@—2’12’2 + bkgz1 + a’ 222 —kaz (2.29)
a /{?1 /{?4 /{?4
b ksk k1ks k:Qk:
2o = — kQZ%ZQ + - 23 % + 2a——2z129 + bk3z1 + a’ 222 (2.30)
a /{?1 /{?4 /{?4

Legg merke til at ligningene (2.29) og (2.30) er pa formen:
Zl = hz(zl, 22) - ki421 (231)
252 = —hz(zl, 2’2) (2.32)
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hvor

b k3k k1k k2k
hy(z1,29) = sz%zz + 52—14,2% + 2&%2122 + bkszy + a? llciz

)

2.6.2 Transformasjon til en lukket slgyfe med en ulinearitet.

For & benytte beskrivende funksjoners metode pa modellen i (2.29) og (2.30)
mé systemet transformeres slik at det har en struktur som i figur 1.5, gjengitt
i figur 2.13.

Ulinewrt element Linew®rt element

rt) =0 x(t) Wit . _1'|"f1'
w=fix) Gi(p)

¥
k4

Figur 2.13: Systemstruktur for & anvende Beskrivende funksjoners metode.

For at en modell skal ha struktur som i figur 2.13 ma ulinearitetene bare opp-
tre i en av systemligningene. For Brusselatoren opptrer ulinearitetene i begge
systemligningene (2.1) og (2.2) som etter transformasjon av likevektspunktet
til origo er gitt ved ligningene (2.29) og (2.30). Det er derfor ngdvendig &
gjore enda en transformasjon av systemligningene (2.29) og (2.30) fgr en kan
anvende beskrivendefunksjoners metode. Det er flere alternativer for trans-
formasjon:

e En framgangsméte kan veere & se pa ulinearitetene som inngang og
deretter bruke inngang-utgang lineariseringsmetoder for & fa en mod-
ell der inngangen, det vil si ulinearitetene, bare opptrer i én ligning.
Utfordringen bestar da i & finne en passende utgang. Ved & prgve det
mest opplagte valget, y = 27 eller y = zo som utgang, resulterer det i
en transformasjon som ikke er definert for z; = 0. Siden det fgrst og
fremst er oppferselen i forste kvadrant av faseplanet som er av interes-
se, s& kan en slik lgsning veere tilstrekkelig. Men det er likevel ikke
en tilfredstillende lgsning i og med at denne transformasjonen ikke er
diffeomorf (en én til én transformasjon som kan reverseres) i hele til-
standsrommet.

e En alternativ metode er & utnytte strukturen i systemligningene, (2.31)
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g (2.32). Ved & velge transformasjonen:

&= (2.33)
§o =121+ 2o (234)

sa vil de ulinesere elementene falle bort i uttrykket for & (fra lign-
ing (2.31) og (2.32) ser en at z; + 22 = —kq21).

Ved & benytte siste alternativ gitt ved ligning (2.33) og (2.34) gir:

&1=4% (2.35)
52 =Z1 4+ %9 (236)
21 =& (2.37)
29 =8 —& (2.38)
Ved & sette ligningene (2.35) til (2.38) inn i systemligningene (2.29) og (2.30)

blir de nye systemligningene:

le le

& =bksé1 — kaéi —a 2 2¢1+a W2 26
~ gl + NG 20T g + 20 20 (239
& = — ka&y (2.40)

Strukturen i systemligningene (2.39) og (2.40) i disse nye koordinatene er

gitt ved:
[ & ] _ Tr(A) ¢ det(A) &1 ] N [ f(&1,€&2) ]
& &2 0

—ky 0
£=Ag £+ f(i, &) ] (2.41)

Legg merke til at Tr(A¢) = Tr(A) og det(A¢) = det(A), hvor A er definert
i ligning (2.7). Det vil si at som forventet er systemets egenskaper bevart
gjennom transformasjonen. Den karakteristiske ligningen for A¢ er ogsa den
samme som for A, ligning (2.10):

A% — Tr(A)\ + det(A) =0
Funksjonen f(&1,&2) iligning (2.41) er lik de ulinesere leddene i ligning (2.39):

b ksky o /<:1 ko o

f(&,&) = ko€l + i i §1 + kol + 261—5152
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De transformerte systemligningene (2.39) og (2.40) har dermed struktur som
i figur 2.13 hvor utgangen y(t) er gitt ved:

y(t) = &(t) (2.42)
og inngangen x(t) til det ulinesere elementet f(z) er gitt ved:
z(t) = —y(t) = —&2(t) (2.43)
Ligning (2.40) gir videre at
1. 1
e 2.44
&1 " &2 ot (2.44)

og ved & sette inn & = k—tx og & = —x 1 f(&,&) fra ligning (2.41) blir
uttrykket for f(x) i figur 2.13:

- ) () ()
ks ((%4%(@) + 2a%> (%4%(@) (—2) (2.45)

2.6.3 Beregning av G(s)
For & finne transferfunksjonen, G(s), benyttes ligning (2.41), gjengitt her:

foa e+ f(§1,§2)]
0
(t) = Ae - £(t) + B - f(&1(t), &(1)) (2.46)

1
hvor B = [ ] og tidsavhengigheten er tatt med for & vise hvordan lign-

0
ing (2.46) endres med Laplacetransformasjon. Fra figur 2.13 ser en at w(t) =
f(z(t)). Ligning (2.46) kan da skrives som:

§(t) = A - &(t) + B - w(t) (2.47)
som Laplacetransformert blir:
s-8(s) = Ag - &§(s) + B - w(s)

4
(sI — Ag) - &(s) = B - w(s)

5(5) _ (SI—Ag)ilB
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|

Innsatt blir dette transferfunksjonsmatrisen G(s):

1 [ s k—14 det(A)
52 —Tr(A)s +det(A) | —ky s—Tr(A)

G(s) =

1 [ s
52— Tr(A)s +det(4) | —k, ]

Elementet G(s) = 3}((2)) = fj((j)) (ligning (2.42)) blir dermed:

y(s) —k
G8) = w3y = GFF —Te(A)s T do (A (248)

hvor generelt s = jw og w representerer de ulike harmoniske i Fourierrekken.

2.7 Oppsummering

I dette kapittelet er det gjort en generell analyse av Brusselatoren. Det er
funnet et likevektspunkt og det er diskutert hvilke egenskaper dette likevekts-
punktet har under forskjellige valg av k;, Vi = 1, ..., 4, a og b. Det er diskutert
for hvilke tilfeller det kan eksistere periodiske lgsninger i form av en grense-
syklus i faseplanet og eksempel er med for & visualisere de forskjellige resul-
tatene. Til slutt er det gjennomfert to koordinattransformasjoner av Brus-
selatormodellen i (2.1) og (2.2), slik at likevektspunktet er lokalisert i origo,
og systemet har en struktur som illustrert i figur 2.13.

I neste kapittel vil beskrivende funksjoners metode bli anvendt pa Brusselator-
modellen gitt i ligningene (2.39) og (2.40). Fra figur 2.13 gjelder fplgende:

e Utgangen gitt ved y(t) = & (t).
e Det ulinesere elementet er gitt ved funksjonen f(z) i ligning (2.45).
e Det linesere elementet er gitt ved transferfunksjonen G(s) i ligning (2.48)

e Inngangen x(t) er en Fourierrekke med et valgt antall ledd (bare den
grunnharmoniske i kapittel 3 og opp til og med andre harmoniske i
kapittel 4).
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Kapittel 3

Enkel modell

I dette kapittelet blir den sakalt enkle modellen gjennomgatt, det vil si at
inngangssignalet x(t) i figur 2.13, gjengitt i figur 3.1,

Ulinezrt element Linert element

rit) =10 Xt Wit ) v 9]
w=fix) Gip)

h 4
v

Figur 3.1: Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode

velges som i ligning (3.1).
z(t) = asin(wt) (3.1)

I kapittel 3.1 blir beskrivende funksjoners metode brukt for & beregne et
analytisk uttrykk for amplitude og frekvens for Brusselatorens grensesyk-
lus. Dette brukes videre til & finne et analytisk uttrykk for grensesyklusens
periode. I kapittel 3.3 brukes det analytiske uttrykket for grensesyklusens
periode til & si noe om vilkarene for adapsjon i periode. I kapittel 3.4 blir
det vist eksempler med sammenligninger mellom estimerte periodeverdier
beregnet ved hjelp av det analytiske uttrykket for perioden funnet i kapit-
tel 3.1 og avleste periodeverdier ved & simulere den ulinesere modellen for
Brusselatoren i ligning (2.1) og (2.2). I kapittel 3.4 gjores det en vurdering av
nar det analytiske uttrykket for perioden i Brusselatorens grensesyklus gir
gode og darlige estimater. I kapittel 3.5, blir uttrykket for perioden bereg-
net i kapittel 3.1 sammenlignet med andre rapporterte beregningsmaéater for
perioden i Brusselatorens grensesyklus.
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3.1 Beskrivende funksjoners metode anvendt pa Brus-
selatoren

I kapittel 2.6 ble det fgrst gjort en koordinattransformasjon slik at likevekts-
punktet til Brusselatoren ble liggende i origo. Deretter ble systemet trans-
formert slik at det kunne settes opp som i figur 3.1. Modellen gitt i ligning-
ene (2.39) og (2.40) er dermed péa en form som gjor at en kan anvende
beskrivende funksjoners metode.

Utgangen w(t) fra det ulinsere elementet i figur 3.1 kan representeres med
en uendelig Fourierrekke. Det linesere elementet G(p) fungerer deretter som
et lavpass filter pa w(t). Pa grunnlag av at transferfunksjonen G(p) funnet
i ligning (2.48) fungerer som et lavpassfilter gjores antagelsen at utgangen
y(t) (se i figur 3.1) bare bestar av grunnfrekvensen, og dermed er en enkel
sinussvigning. Fra figur 3.1 kan en se at z(t) = —y(¢) som betyr at nar
utgangen y(t) er en enkel sinussvigning, s& vil inngangen x(t) til den ulinezere
funksjonen f(z(t)) ogsa veere det. x(t) antas da & veere:

z(t) = —&2(t) = asin(wt) (3.2)

For & forenkle de videre beregningene, la:

0 =wt
slik at
z(f) = asin @ (3.3)
df = wt. (3.4)

Ligning (2.44) sammen med (3.4) gir:

1 d& ldr wdz

51:_/?4%:/?4%:1?4% (3.5)

Fra ligning (2.43) er:
§2 = —Z (3.6)

Setter uttrykket for z(6) i ligning (3.3) inn ligning (2.45) og far:

k b ksk kika\ 1
f(asinf) = — k—gw?’oz‘3 cos® 6 + <EZ—14 - 2a%> k—zw2a2 cos? f
k kik
— —§w2a3 cos® 0sin 0 + 2a——2wa? cos O'sin (3.7)

2
4 k4
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Det er allerede antatt at inngangen til det ulinezre elementet er en ren
sinussvigning. Videre antas det at utgangen w(t) fra det ulinesere elementet
ogsa er en fgrsteordens sinussvigning.

w(t) = B+ cssin(wt) + c.cos(wt) = B+ csin(wt + ¢)

I Balchen (1992) er det vist hvordan 3, ¢s, c., ¢ og ¢ finnes:

1 2

8= o o f(asin®)do
1 2m

Cs = — f(asin @) sin 6d6
T Jo
1 2m

Ce = —/ f(asin ) cos do
T Jo

c=+c2+c?

c
¢ = arctan (—c>
Cs

hvor funksjonen f(asinf) er gitt i ligning (3.7). Funksjonen f(z(6)) kan
enkelt deles opp i ledd som er enkle & integrere ved hjelp av listen med inte-
graler i vedlegg B. Flere av leddene faller faktisk bort under integrasjonen.
Beregninger gir:

aw? ra, 5
T (Ek3k4 - 2ak1k2)
aBw?ks
Cg = — 3
o _3a3w3k2
C Ak

aw?ks
c= \/ k2 + 9w?
4k3 4
¢ = arctan (?{—j)

Amplitude forsterkningen |¥(«,w)| for den beskrivende funksjonen er et ut-
trykk for hvor mye en frekvens forsterkes gjennom det ulinesere elementet
f(z) i figur 3.1. Amplitude forsterkningen |¥(o,w)| er gitt ved forholdet
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mellom utgangs amplitude ¢ og inngangs amplitude « (Balchen 1992):

C /{?2
U(o,w)| = = = ®w’—\/kF + 9w? 3.8
¥l w)] = - = 0w R + 00 (39)
Fasen /¥ (a,w) til den beskrivende funksjonen er et uttrykk for hvor stor
faseforskyvningen er for en frekvens gjennom det ulinezere elementet f(x) i
figur 3.1, og er gitt ved:

3
LY (o,w) = ¢ = arctan <k_w> (3.9)
4
Fra inngangen x(t) til utgangen y(t) i figur 3.1 skal signalet bare endre
fortegn (z(t) = —y(t)). Med utgangspunkt i figur 3.1 kan en da sette opp
den harmoniske balanseligningen:

G(jw)¥(a,w) = —1 (3.10)

Ved & lgse ligning (3.10) analytisk finnes et uttrykk for amplitude « og
frekvens w fra ligning (3.2) som funksjon av a, b og k; ¢ = 1,...,4. For &
beregne /G(jw) og |G(jw)| tas det utgangspunkt i ligning (2.48), innsatt
§ = jw:

—ky

GUw) = T (A)w + det(A)

—ky ((det(A4) — w?) + Tr(A)wy)
((det(A) — w?) — Tr(A)wj) ((det(A) — w?) + Tr(A)wj)

—ky (det(A) — w?) —kyTr(A)w _
T (det(A) —w?)2 + Tr2(A)w? | (det(A) — w?)? + Tr2(A)w?”
(3.11)
Fasen til G(jw) finnes ut fra ligning (3.11):
L Im(G(jw)) B Tr(A)w
ZG(jw) = arctan Re(GUw) arctan det(A) — w2 (3.12)
Amplituden til G(jw) finnes ogsa fra ligning (3.11) som:
Gjw)| = VR (G(jw)) + Im?(G(jw))
_ | — Kal
| —w? — Tr(A)wj + det(A)|
k.
= & (3.13)

V(det(4) — 0?)® + Tr2(A)?
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Den harmoniske balanseligningen (3.10) péa polar form blir da:

|G(jw)|| ¥ (a, w)|e?(“CUIF V(W) — . ¢i(=7)
som er ekvivalent med

GGE[P (W) =1 (3.14)
LG(jw) + LY (a,w) = —7 (3.15)

Ved & sette inn for |¥(a,w)| fra ligning (3.8), Z¥(«,w) fra (3.9), |G(jw)| fra
ligning (3.12) og ZG(jw) fra (3.13) i ligningene (3.14) og (3.15) gir dette:

Fa .o 2% k2 + 9w? = 1 (3.16)
\/(det(A) —w?)? + Tr?(A)w? 4
Tr(A
arctan % + arctan ?;c_j = -7 (3.17)

Ligning (3.17) kan omformuleres ved & bruke at (arctanz + arctany =

arctan --tL), slik at:
—ay

arctan = -7

Ved deretter & ta tan pa begge sider blir ligningen seende slik ut:

Tr(A)w 3
det(A)—w? + k_j

e = (3.18)
Jet(A)—wZ ka
Ligning (3.18) er definert dersom
Tr(A
r(Aw 3w 41

det(A) — w? ky
som vil si at:
W3- Tr(A) + ky) # det(A)ky
Nér denne betingelsen er oppfylt, blir ligning (3.18) enda enklere:

Tr(A)w N 3w 0
det(A) —w? kg
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A multiplisere med ((det(A4) — w?)k4) gir:

0 = Tr(A)wks + 3w (det(A) — w2)
I
w? = det(A) + %Tr(A)

Det gir fglgende uttrykk for frekvensen i den periodiske lgsningen:

w= \/det(A) + %Tr(A)

K2k kg k2ko
— (a2 L 2 (ks — Ky — a2
\/a RS {CUEIRS

| 2a2k2ky + bksk? — ki
N 3k

(3.19)

Ved & returnere til ligning (3.16) finnes folgende uttrykk for inngangssignalets
amplitude « (ligning (3.2)):

i -a%ﬂﬁ k3 +9w? =1
V(det(4) — 0?)? + Tr2(A)e?

453

Lgser denne med hensyn pa a:

) k2 [(det(A) — w?)? + Tr?(A)w?
a” =4
kow? k2 + 9w?
a3
A) —w?)? + Tr?(A)w?
o =9 ky 4/ (det(A) —w?)” 4+ Tr*(A)w (3.20)

- Twvksy k3 + 9uw?

med w gitt i ligning (3.19).

3.2 Lgsning ved enkel modell

Beskrivende funksjoners metode anvendt pa systemet gitt ved ligningene (2.39)
og (2.40) gir tilnzerming til en grensesyklus. Husk at fra ligning (3.5) og (3.6)

er det gitt at & = k—{lx og &9 = —x. Tilnsermingen av grensesyklusen er da:

&i(t)
&(t) = —asin(wt) (3.22)

1
—aw cos(wt) (3.21)
ky
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hvor frekvensen w og amplituden « er gitt i henholdsvis ligning (3.19) og (3.20).
For & finne tilnsermet lgsning for grensesyklusen til Brusselatoren i lign-
ing (2.1) og (2.2) mé tilneermingen gitt ved ligningene (3.21) og (3.22) trans-
formeres tilbake til de opprinnelige koordinatene. Det gir:

_ ki ky
T —Z1+ak2 —éhl—i-ak2
1 k
= —oawcos(wt) + a— (3.23)
k4 ko
C bhgky bk
xz—zz—l—akle =& §1+ak1k2
1 bksk
= —asin(wt) — k—4aw cos(wt) + ak?l’k; (3.24)

Legg merke til at konstantleddet i ligningene (3.23) og (3.24) svarer til
likevektspunktet gitt ved ligningene (2.5) og (2.6). Frekvensen w er gitt ved
ligning (3.19) og « er gitt ved ligning (3.20)

Fra diskusjonen i kapittel 2.3 og 2.4 viser det at for Brusselatoren i lign-
ing (2.1) og (2.2) vil det ikke alltid eksistere en grensesyklus. Teorem 2.4.1
gir betingelsen for at det skal eksistere grensesyklus nar k; = 1, Vi =1,...,4.
Den generelle (nar k; # 1 Vi =1,...,4) betingelsen for at Brusselatoren skal
ha en grensesyklus er ikke bevist her men den ser ut til & vaere Tr(A) > 0.
Det vil si:

ki | oKk

b>
ks k2

(3.25)

Basert pa beskrivende funksjoners metode med inngangssignalet x(t) definert
som i ligning (3.2), og forutsatt at betingelsen i ligning (3.25) er oppfylt, blir
det analytiske uttrykket for perioden i Brusselatorens grensesyklus:

Tpe=— (3.26)

hvor w er gitt i ligning (3.19). Dette gir:

3k,
T, =2 3.27
P W¢%%%ﬂw@@—@ (3:27)
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3.3 Tolkning av analytisk uttrykk for periode

Det analytiske uttrykket i ligning (3.27) for perioden i Brusselatorens grense-
syklus gir informasjon om hvorvidt det kan finnes adapsjon i periode. Periode-
estimatet Tp. 1 ligning (3.27) er avhengig av bade a, b samt k; Vi =1,...,4.
Dette indikerer at det ikke kan eksistere en robust perfekt adapsjon i period-
en til Brusselatorens grensesyklus med hensyn pa hverken k; Vi = 1,...,4,
a eller b.

At det eksisterer en robust perfekt adapsjon for et system med hensyn pa
en parameter vil si at dersom denne parameteren endres med et sprang,
samtidig som alle andre parametere holdes konstant, sa vil systemet etter
en tid ga tilbake til den opprinneligne tilstanden for spranget (Drengstig et
al. 2008).

Nar en ut fra periodeestimatet T} i ligning (3.27) kan si at det ikke vil eksis-
tere noen robust perfekt adapsjon i perioden for Brusselatorens grensesyklus
er det fordi 7). er avhengig alle hastighetskonstantene ki, k2, k3 og k4 samt
a og b. Dersom en av disse verdiene endres mens de andre holdes konstante
vil periodeestimatet T}, endres, og dermed ingen perfekt adapsjon. Det kan
likevel oppsté en ”fininnstilt” (eng: fine tuned) perfekt adapsjon, det vil si
at dersom en endrer to eller flere av verdiene k; i = 1,...,4, a eller b sam-
tidig og i et bestemt forhold til hverandre s& kan en finne perfekt adapsjon i
periode.

For at en skal kunne finne ”fininnstilt” perfekt adapsjon ut fra et analytisk
uttrykk for perioden som i ligning (3.27) kan ikke periodeestimatet veere gitt
ved en injektiv funksjon. En funksjon h(z) er injektiv (eller en-entydig) der-
som x1 # xo medforer h(z1) # h(z2) (Lindstrom 1996).

Uttrykket T}, gitt i ligning (3.27) er ikke injektivt, og en kan dermed finne
"fininnstilt” perfekt adapsjon for T).. La foreksempel k4 endres til £} og
samtidig endre k3 til £3 mens alle de andre parametere holdes konstant.
Dersom

3ky 3ky

- 3.28
2a2k2ky + bksk? — k3 202k2ky + bkik;® — k3 (3.28)

vil periodeestimatet T}, i ligning (3.27) ikke endres selv om parameterne k3
og k4 endres og dermed gir det en "fininnstilt” perfekt adapsjon for T}.. For
at ligning (3.28) skal veere oppfylt mé:

pr — 20°KEha (K] — k) + Kibkski — kik{ + kaky?
5 kabk:?
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Hvorvidt denne ”fininnstilte” adapsjonen for T, virkelig opptrer for perio-
den til Brusselatorens grensesyklusen avhenger av hvor godt det analytiske
uttrykket gitt i ligning (3.27) er til & beskrive perioden i grensesyklusen. I
kapittel 3.4 vil periodeestimatet i ligning (3.27) bli verifisert for & kunne si
noe om nettopp det.

3.4 Verifikasjon

I dette kapittelet blir det analytiske uttrykket for perioden 7). (ligning (3.27))
i Brusselatorens grensesyklus verifisert mot simulering av ulineser modell gitt
iligning (2.1) og (2.2). Det er derfor de tilfellene der det oppstar en grensesyk-
lus som er av interesse. Fra kapittel 2.3 og 2.4 tyder det péa at Brusselatoren
har en stabil grensesyklus nar det er et ustabilt likevektspunkt, det vil si nar
Tr(A) > 0.

Uttrykket for T}, brukes til a beregne estimat for perioden i grensesyklusen.
Verdien til T}, sammenlignes med avleste periodeverdier fra simulering av
den ulinesere modellen for Brusselatoren gitt i ligning (2.1) og (2.2). I tabell 3.1
er det samlet 16 forskjellige eksempler hvor Brusselatoren har en stabil
grensesyklus. For lettere & kunne sammenligne eksemplene er k; = 1 Vi =
1,...,4 i alle eksemplene, mens parameterne a og b varierer. Nar k; = 1
Vi =1,...,4 reduseres ligningene (2.13) og (2.12) til:

og betingelsen for & fa grensesyklus, nemlig Tr(A) > 0 er oppfylt nar:
b>a*+1

For de eksemplene som er markert med uthevet tekst i tabell 3.1 vil det ogsa
blir vist resultater i form av figurer.



Tabell 3.1: Eksempler, k; =1Vi=1,...,4.

tp=(a?)

A

[Tpe —Tys ]

——
|e5
T2

a b Tr(A) a Tpe Tps o T1 To
3.30 12 (3.30 3.64) 0.1100 | -43.55 | 0.12 | 1.90 2.02 0.06 3.30 3.69 | 0.014
3.00 12 (3.00 4.00) 2.0000 | —32.00 | 0.53 | 2.02 6.59 0.69 3.00 7.90 | 0.494
1.00 12 (1.00 12.0) 10.0000 96.00 | 1.75 3.02 45.24 0.93 1.00 | 23.91 0.498
2.40 7 (2.40 2.92) 0.2400 | —22.98 | 0.23 2.60 2.93 0.11 2.40 3.07 0.049
1.00 7 (1.00 7.00) 5.0000 21.00 | 1.58 | 3.85 | 18.62 0.79 1.00 | 10.03 | 0.302
2.00 6 (2.00 3.00) 1.0000 | —15.00 | 0.55 3.02 5.09 0.41 2.00 4.07 0.263
1.00 6 (1.00 6.00) 4.0000 12.00 | 1.51 4.11 14.86 0.72 1.00 7.97 0.247
0.25 6 (0.25 24.0) 4.9375 24.13 | 1.96 4.81 | 229.76 0.98 0.25 | 27.09 0.114
1.00 3 (1.00 3.00) 1.0000 -3.00 | 1.00 | 5.44 7.16 0.24 1.00 3.17 | 0.054
0.50 3 (0.50 6.00) 1.7500 2.06 | 1.67 | 6.88 | 23.24 0.70 0.50 5.50 | 0.091
0.25 3 (0.25 12.0) 1.9375 3.50 | 191 7.47 89.77 0.92 0.25 9.74 0.232
0.50 1.5 (0.50 3.00) 0.2500 —0.94 | 1.00 | 10.88 15.16 0.28 0.50 2.63 0.141
025 | 1.5 (0.25 6.00) 0.4375 | —0.059 | 1.67 | 13.77 | 51.46 0.73 0.25 3.65 | 0.644
0.25 1.1 (0.25 4.40) 0.0375 | —0.249 | 0.82 | 22.94 35.34 0.35 0.25 4.16 0.058
0.25 | 1.09 (0.25 4.36) 0.0275 | —0.249 | 0.72 | 23.47 30.17 0.22 0.25 4.22 0.033
0.25 | 1.07 (0.25 4.28) 0.0075 | —0.250 | 0.39 | 24.64 26.17 0.06 0.25 4.24 0.009

(474

[[Ppow [oXug



3.4 Verifikasjon 43

Forklaring til tabell 3.1:
e [.p star for likevektspunkt.

e A er gitt i ligning (2.14). Negativ verdi for A gir fokus som likevekts-
punkt, og positiv verdi for A gir node som likevektspunkt.

e « er estimatet for amplituden i Brusselatorens grensesyklus gitt ved
ligning (3.20).

o Tpe = %’r er gitt i ligning (3.27) og er et periodeestimat funnet i kapit-
tel 3.1 for perioden i Brusselatorens grensesyklus.

e T, er avlest periode ved ulinezer simulering av Brusselatormoddellen
i(2.1) og (2.2).

Tpe—T, . . . .
|”}7”S‘ er den relative feilen mellom den estimerte preioden 7). og
ps

perioden beregnet ved simulering av den ulinesere modellen for Brus-
selatoren i ligningene (2.1) og (2.2). Den relative feilen er et tall mellom
0 og 1. Dersom den relative feilen er neer 0 i verdi, er periodeestimatet
Tpe et godt estimat. Dersom den relative feilen er naer 1 er periode-
estimatet T} sveert darlig. Denne verdien er altsi en verdi som sier noe
om hvor god den estimerte periodeverdien 7). er i det gitte eksempelet.

® T 0g To er gjennomsnittverdien til henholdsvis 1 og x5 over en perio-
de, beregnet ved simulering av den ulinesere modellen i ligning (2.1)

og (2.2).
é =
o | “5;2 | er den relative feilen mellom Z5 og andrekoordinaten i likevekts-
Q =
punktet g. storrelsen | “E:Q | sier noe om hvor langt fra likevektspunktet

systemet svinger. (; = a i alle de 16 eksemplene i tabell 3.1 og fra
ligning (2.5) er det gitt at forstekoordinaten i likevektspunktet er lik

a.)

For de tre eksemplene som er markert med uthevet tekst i tabell 3.1 er
det i det etterfplgende vist resultat i form av figurer. Disse tre eksemplene
representerer ett tilfelle der periodeestimatet 1), treffer meget bra (kapit-
tel 3.4.1), ett tilfelle der periodeestimatet T} er sveert darlig (kapittel 3.4.2)
og ett tilfelle midt mellom (kapittel 3.4.3). Som for eksemplene i kapittel 2.5
er det en figur for hvert av de tre eksemplene som viser retningsdiagram
med simulert og prediktert grensesyklus og en figur fra hver eksempel som
viser tidsresponsen for x1 og xo. Til slutt er det tatt med en figur i hvert
eksempel med plott av prediktert og simulert verdi for perioden nér en lar
temperaturen variere, samt et plot av den relative feilen i periodeestimatet.

En samlet diskusjon rundt eksemplene i tabell 3.1 og figurene i de etterfgl-
gende eksemplene er gitt i kapittel 3.4.4.
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3.4.1 Verifikasjonseksempel 1

I dette kapittelet vises figurer som svarer til eksempelet i tabell 3.1 hvor
a = 3.3 og b = 12. Dette er et av de tilfellene der periodeestimatet T, treffer
meget bra sammenlignet med perioden T}, hentet fra ulineser simulering av
ligningene (2.1) og (2.2).

w2

i
35
x1

Figur 3.2: Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a = 3.3, b = 12.
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Simulert ulineser modell

4.5

25 . . . .
0 10 20 30 40 50
Tid

4.5

25 . . . .
0 10 20 30 40 50
Tid

Estimert

3.5

25 . . . .
0 10 20 30 40 50
Tid

4.5

3.5

Tid

Figur 3.3: Tidsrespons for x1 og T2 nar a = 3.3, b = 12. Qverst: Tidsrespons
fra ulineser simulering av ligning (2.1) og (2.2). Under: Tidsrespons beregnet
ut fra ligningene (3.23) og (3.24) som gir tilnsermet verdi for x; og xo. Tids-
responsen fra den ulinesere simuleringen (figuren gverst) starter i et punkt
pa grensesyklusen i faseplanet. Det gjgr at det ikke er noe innsvigningsforlgp
hos hverken z; eller xo. Dette er gjort for & lettere kunne sammenligne de
to tidsresponsene i figuren.
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0 . . . .
260 270 280 290 300 310 320 330 340

Estimerte og simulerte perioder
15 T T T T
simulert

Tid

0 . . ] . ! !
260 270 280 290 300 310 320 330 340
Temperatur i Kelvin

051

Relativ feil

0 . . . . . .
260 270 280 290 300 310 320 330 340
Temperatur i Kelvin

Figur 3.4: Periode og k; nar temperaturen varierer. a = 3.3, b = 12

Legg merke til at k; = 1 Vi = 1,...,4 ved 298°K eller 25°C. Det er ved
denne temperaturen det er simulert og estimert periode samt relativ feil er
oppgitt i tabell 3.1.
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3.4.2 Verifikasjonseksempel 2

I dette kapittelet vises figurer som svarer til eksempelet i tabell 3.1 hvor
a =1 o0gb="7. Dette er et av de tilfellene der periodeestimatet 7). treffer
meget darlig sammenlignet med perioden T}, hentet fra ulineser simulering
av ligningene (2.1) og (2.2).

Figur 3.5: Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a=1,b=7.
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Simulert ulineser modell

0 50 100
Tid

0 50 100
Tid

Estimert

150

0 50 100
Tid

150

0 50 100
Tid

150

Figur 3.6: Tidsrespons for 1 og xo nar a = 1, b = 7. Overst: Tidsrespons fra
ulineser simulering av ligning (2.1) og (2.2). Under: Tidsrespons beregnet ut
fra ligningene (3.23) og (3.24) som gir tilnsermet verdi for z1 og xs.



3.4 Verifikasjon 49
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o8] \ ]

0.7 . . . . . .
260 270 280 290 300 310 320 330 340
Temperatur i Kelvin

Relativ feil

Figur 3.7: Periode og k; nar temperaturen varierer. a =1, b =7

Legg merke til at k; = 1 Vi = 1,...,4 ved 298°K eller 25°C. Det er ved
denne temperaturen det er simulert og estimert periode samt relativ feil er
oppgitt i tabell 3.1.
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3.4.3 Verifikasjonseksempel 3

I dette kapittelet vises figurer som svarer til eksempelet i tabell 3.1 hvor
a =1 og b = 3. Dette er et av de tilfellene der periodeestimatet T}, ikke
treffer bra, men heller ikke er meget darlig sammenlignet med perioden T,
hentet fra ulineser simulering av ligningene (2.1) og (2.2).

Figur 3.8: Predikert og simulert grensesyklus nar k; =1, a=1, b= 3.
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Simulert ulineser modell

10

20
Tid

30

40

N

10

20
Tid

Estimert

30

40

50

10

20
Tid

30

40

10

20
Tid

30

40

50

Figur 3.9: Tidsrespons for 1 og xo nar a = 1, b = 3. Overst: Tidsrespons
fra ulineser simulering av ligning (2.1) og (2.2). Under: Tidsrespons beregnet
ut fra ligningene (3.23) og (3.24) som gir tilnsermet verdi for x; og xo. Tids-
responsen fra den ulinezre simuleringen starter i et punkt pa grensesyklusen
i faseplanet. Det gjgr at det ikke er noe innsvigningsforlgp hos hverken x
eller xy. Dette er gjort for & lettere kunne sammenligne de to tidsresponsene

i figuren.
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Figur 3.10: Periode og k; nar temperaturen varierer. a =1, b= 3

Legg igjen merke til at k; = 1Vi =1,...,4 ved 298°K eller 25°C. Det er ved
denne temperaturen det er simulert og estimert periode samt relativ feil er
oppgitt i tabell 3.1.

3.4.4 Diskusjon

Sammenligning av eksemplene i tabell 3.1 og figurene 3.2 til 3.10 gir noen
interessante observasjoner:

e Legg merke til i tabell 3.1 at estimatet av perioden fra ligning (3.27)
er bra i noen tilfeller, men er seerdeles darlig for andre tilfeller. I de
tilfellene der periodeestimatet T). er best, er Tr(A) relativt liten. For
a fa en grensesyklus mé Tr(A) > 0 men siden k; = 1Vi=1,...,4 blir
betingelsen for grensesyklus Tr(A) = b—a? —1 > 0. Ut fra eksemplene
i tabell 3.1 ser det ut til at dersom en velger verdier for a og b slik at
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Tr(A) er relativt mye mindre sammenlignet med a, sa er modellen bra.

En kan oppna & fa en relativt liten positiv verdi for Tr(A) sammenlignet
med a dersom en velger b = a? + 1+ § hvor § << a. Da blir Tr(A) = &
og er liten sammenlignet med a.

e Det er ogsa verdt & legge merke til at nar A > 0, s& gir estimatet for
perioden T), fra ligning (3.27) darlige estimater. I tabell 3.1 er A > 0
for (a =1,06=12), (a=1,b=T7), (a = 1,b =6), (a = 0.25,b = 6),
(a =0.5,b = 3) og (a = 0.25,b = 3). I alle disse eksemplene er esti-
matet for perioden sveert darlig med relativ feil pa4 mer enn 0.70. At
A > 0 betyr at likevektspunktet er en node, jamfgr kapittel 2.3. Det
analytiske uttrykket for perioden 7). (ligning (3.27)) til grensesyklusen
ser ut til & gi darligere estimat nar likevektspunktet er en node.

Denne observasjonen stemmer overens med figurene 3.2, 3.5 og 3.8.
I figur 3.5 er likevektspunktet en ustabil node, og i dette tilfellet er
periodeestimatet sveert darlig. I figurene 3.2 og 3.8, er derimot likevekts-
punktet et fokus, og periodeestimatene er bedre.

Om likevektspunktet er en node eller et fokus er imidlertid ikke nok
til & avgjore om det analytiske uttrykkel for Brusselatorens grense-
syklus i ligning (3.27) vil gi et bra periodeestimat i et gitt eksempel. I
tabell 3.1 finnes eksempler der periodeestimatet 7). fra ligning (3.27)
passer sveert darlig selv om likevektspunktet er et ustabilt fokus, se i
tabell 3.1 nar (a = 3,b = 12) og (a = 0.25,b = 1.5). Det en kan si er at
det ser ut til at dersom likevektspunktet er en ustabil node, sa vil ikke
uttrykket for T}, gitt i ligning (3.27) gi et godt estimat. Det kreves en
bedre modell for & beskrive Brusselatoren godt i disse tilfellene.

e En annen interessant sammenheng er at gjennomsnittet av x1 over en
periode er lik a (Z; = a). Simuleringene tyder pa at z; svinger meget
ngyaktig om a, som er er fgrstekoordinaten i likevektspunktet.

Simuleringene viser ikke en slik sammenheng for Zs og andrekoordinaten
i likevektspunktet, g. Det en likevel kan se ut fra eksemplene i tabell 3.1
er at i de tilfellene der modellen gir gode estimater for perioden, (a =
3.3,b = 12) og (a = 0.25,1.07), sd er To ~ g. Det ser med andre ord
ut til at uttrykket for T, gitt i ligning (3.27) gir gode estimater for
perioden i Brusselatorens grensesyklus nar x; og xs svinger tilnsermet
symmetrisk om likevektspunktet (a, 3)
e Figurene 3.4, 3.7 og 3.10 viser hvordan periodeestimatet endres nar
temperaturen endres. I figurene 3.7 og 3.10 er det tydelig at den rela-
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tive feilen for periodeestimatet avtar nar temperaturen gker. Figur 3.4
viser i grunnen det samme, men kurven for simulert periode far plut-
selig en knekk, og gar til 0. Det som skjer er at likevektspunktet gar
over fra & veere ustabilt til stabilt, og det er ikke lenger noen grense-
syklus. Dette er ogsa tilfelle i eksempelet nar (a = 0.25,b = 1.07) fra
tabell 3.1. Ved en liten temperaturgkning gar likevektspunktet over til &
veere et stabilt likevektspunkt, og grensesyklusen eksisterer ikke lenger.

Etter & ha endret temperaturen i alle eksemplene i tabell 3.1, ser det
ut til at dess bedre periodeestimater for grensesyklusen ligning (3.27)
gir, dess neemere er det at likevektspunktet gar fra & veere et ustabilt,
til et stabilt likevektspunkt.

Dette stemmer godt med observasjonen at dersom z; og xo svinger
naermest symmetrisk om likevektspunktet, s gir ligning (3.27) gode
periodeestimater. Like for likevektspunktet gar over til & veere stabilt,
svinger x1 og x2 tilnsermet symmetrisk om likevektspunktet.

3.5 Sammenligning med alternative modeller

I dette kapittelet blir periodeestimatet T}, i ligning (3.27) sammenlignet med
to andre rapporterte periodeestimater for Brusselatorens grensesyklus.

3.5.1 Hes variasjonsmetode

I Zhang (2007), brukes en metode kalt Hes variasjonsmetode. Metoden er
hentet fra He (2003) er en metode for & tilnserme grensesykluser i ulinesere
system. Zhang (2007) anvender metoden pa Brusselatoren, og kommer fram
til fglgende analytiske uttrykk néar hastighetskonstantene k; = 1Vi=1,...,4:

ab—a — a3

Affe = W (329)
_ |, ab—a— a3
WHe \/a + 1B _ta (3.30)

Nar b > 1 + a? er B gitt ved:

ga2+b+1+\/— (L) a* +3a2 (b—3) + (b+ 1)
B= ” (3.31)

Estimatet for grensesyklusens periode er:

2
TpeHe = — (3.32)
WHe
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For & kunne sammenligne periodeestimatet T, gitt i ligning (3.27) beregnet
ved hjelp av beskrivende funksjoners metode i kapittel 3.1 og metoden benyt-
tet av Zhang (2007) er det i tabell 3.2 vist periode beregnet ved ulinesere
simuleringer T}, periodeestimat 7). beregnet fra ligning (3.27) og periode-
estimat T, fra ligning (3.32).

Tabell 3.2: Sammenligning av periodeestimater beregnet ved hjelp av
beskrivende funksjoners metode og Hes variasjonsmetode

a b Tpe | Tpeg. Thps ‘TPET;T il ‘Tpe}i:Tps ‘
3.30 | 12.00 | 1.90 | 1.90 2.02 0.06 0.06
3.00 | 12.00 2.02 2.07 6.59 0.69 0.69
1.00 | 12.00 3.02 5.66 45.24 0.93 0.87
2.40 7.00 2.60 2.61 2.93 0.11 0.11
1.00 7.00 | 3.85 | 5.69 | 18.62 0.79 0.69
2.00 6.00 3.02 3.09 5.09 0.41 0.39
1.00 6.00 4.11 5.71 14.86 0.72 0.62
0.25 6.00 4.81 | 18.39 | 229.76 0.98 0.92
1.00 3.00 | 5.44 | 5.88 7.16 0.24 0.18
0.50 3.00 6.88 | 10.74 23.24 0.70 0.54
0.25 3.00 7.47 | 19.16 89.77 0.92 0.79
0.50 1.50 | 10.88 | 11.75 15.16 0.28 0.22
0.25 1.50 | 13.77 | 21.48 51.46 0.73 0.58
0.25 1.10 | 22.94 | 24.55 35.34 0.35 0.31
0.25 1.09 | 23.47 | 24.70 30.17 0.22 0.18
0.25 1.07 | 24.64 | 25.01 26.17 0.06 0.04

Forklaring til tabell 3.2

The = 27” er perioden estimert ut fra beskrivende funksjoners motode
og er gitt i ligning (3.27).

Toey, = WQTTF er perioden estimert ut fra Hes variasjonsmetode, hvor

wie er gitt 1 ligning (3.30).

T)s er avlest periode ved ulinezer simulering av Brusselator modellen i
ligning (2.1) og (2.2).

% er den relative feilen mellom den estimerte preioden T, og
perioden beregnet ved simulering av den ulineszere modellen for Brus-
selatoren i ligningene (2.1) og (2.2).

W er den relative feilen mellom perioden beregnet ved simu-
lering og perioden estimert ved hjelp av Hes variasjonsmetode.
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Ved & sammenligne de to siste kolonnene i tabell 3.2, ser en at periode-
estimatet T}, gitt ved ligningene (3.30) til (3.32) som er beregnet av Zhang
(2007) er like godt eller bedre enn periodeestimatet 7). i ligning (3.27) bereg-
net i kapittel 3.1.

3.5.2 Periodeestimat av Zhang

I Zhang (1982) blir det foreslatt et annet uttrykk for perioden til Brus-
selatorens grensesyklus:

Tpe 5 ~ —3.760a - b + 4.080b> + 16.398a - b — 16.699b — 47.232a + 52.416
(3.33)

Uttrykket for T).,, i ligning (3.33) er beregnet ut fraat k; =1,Vi=1,...,4
og a = 1. Periodeestimatet T).,, stemmer meget godt nar b varierer sa lenge
ki=1,Vi=1,...,4 og a = 1. Derimot hvis en tillater at ogsa a varierer, sa
gir uttrykket i ligning (3.33) sveert darlige periodeestimat for Brusselatorens
grensesyklus.

I tabell 3.3 sammenlignes periodeestimatet T}, gitt i ligning (3.27) og periode-
estimatet T).,, gitt i ligning (3.33). Det er tydelig ut fra tabellen at nar
a =1, s& gir periodeestimatet T, gitt i ligning (3.33) sveert gode verdier,
men nar a # 1, sa er periodeestimatet T).,, gitt iligning (3.33) sveert darlig.

Tabell 3.3: Sammenligning av periodeestimater beregnet ved hjelp av
beskrivende funksjoners metode og metode av Zhang (1982).

a b The., Tps
3.30 | 12.00 | -853.71 2.02
3.00 | 12.00 | -736.14 6.59
1.00 | 12.00 47.65 | 45.24
2.40 7.00 | -144.60 2.93
1.00 | 7.00 18.76 | 18.62
2.00 6.00 -69.31 5.09
1.00 6.00 1490 | 14.86
0.25 6.00 78.05 | 229.76
1.00 | 3.00 7.16 7.16
0.50 3.00 23.10 | 23.24
0.25 3.00 31.07 | 89.77
0.50 1.50 21.00 | 15.16
0.25 1.50 28.77 | 51.46
0.25 1.10 30.55 | 35.34
0.25 1.09 30.61 | 30.17
0.25 1.07 30.72 | 26.17
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3.6 Konklusjon

Det kan ikke sies at modellen beregnet i kapittel 3.1 med det analytiske
uttrykket T} gitt i ligning (3.27) for perioden i Brusselatorens grensesyklus
er en god modell. Det er bare i et begrenset omrade for a og b at uttrykket
Type gir gode periodeestimater. Dessuten finnes det allerede en modell med
uttrykk T, iligning (3.32) for perioden i Brusselatorens grensesyklus som
er bedre. I neste kapittel vil en forsgke & utvide modellen fra kapittel 3.1
i hap om & finne et bedre analytisk uttrykk for perioden i Brusselatorens

grensesyklus.
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Kapittel 4

Utvidet modell

Eksemplene i tabell 3.1 og observasjonene i kapittel 3.4 viser at periode-
estimatet Tp,. (ligning (3.27)) for Brusselatorens grensesyklus er godt i et
svaert lite omrade for a og b. Periodeestimatet T, er godt nar b = a’ +
1+ og ¢ er liten sammenlignet med a. For & fa bedre periodeestimater for
Brusselatorens grensesyklus i et stgrre omrade for a og b kreves det et mer
ngyaktig analytisk uttrykk for perioden enn det gitt i ligning (3.27). I dette
kapittelet utvides den enkle modellen, for & fa et bedre analytisk uttrykk for
grensesyklusens periode.

4.1 Utvidelse av modellen

Nar modellen skal utvides, betyr det at det tas hensyn til flere ledd i Fourier-
rekken. Som sagt fungerer det linesere elementet i figur 1.5, 2.13 og 3.1 og né
gjengitt i figur 4.1, som et lavpassfilter pa den ulineszere utgangen f(x) som
bestar av en uendelig lang Fourierrekke.

Ulinezrt element Linert element

rit) =10 Xt Wit ) v 9]
w=fix) Gip)

h 4
v

Figur 4.1: Systemstruktur for & anvende beskrivende funksjoners metode

I beregningene av den enkle modellen var antagelsen at alle frekvenser bort-
sett fra grunnfrekvensen ble filtrert bort. Na gnskes en mer presis modell,
og en ma dermed ta hensyn til minst en frekvens til i de videre beregningene.
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I valget av antall frekvenser & ta hensyn til, kan det veere nyttig a fgrst
studere Brusselatoren ved ulike verdier for k;, ¢ = 1,...,4, a og b. Ved &
sammenligne de tre retningsdiagrammene i figurene 3.2, 3.5 og 3.8, ser en at
grensesyklusen varierer fra & veere en fin ellipse i figur 3.2 til & ha nsermest
en trekantet form og en skarp kant i figur 3.5. En grensesyklus med form
som i figur 3.5 krever mange flere frekvenser for & tilnsermes godt. Men om
ikke selve grensesyklusen blir tilnsermet godt med en utvidet modell, kan
en likevel hape pa & fa et mer tilfredstillene analytisk uttrykk for grense-
syklusens periode.

Observasjonen fra kapittel 3.4 om at Zy ikke alltid svinger symmetrisk om
andrekoordinaten i likevektspunktet % (ligning (2.6)) indikerer at konstant-
leddet i utgangen y(t) i figur 4.1 og dermed ogsa konstantleddet i inngangen
x(t) til det ulineeere elementet f(x) ikke kan settes lik 0, selv om likevekts-
punktet transformeres til origo slik som i kapittel 2.6. I kapittel 3.1 ble kon-
stantleddet i inngangssignalet x:(¢) antatt & veere lik 0, siden likevektspunktet
var transponert til origo. Den antagelsen vil ikke bli gjort i den utvidede mod-
ellen.

til det ulinesere elementet

E

Til den utvidede modellen velges inngangen x(t)
f(z) som i ligning (1.8), og gjengitt i ligning (4.1
z(t) = ap + aq sinwt + g sin(2wt + ) (4.1)

Den deriverte er da:
z(t) = aqw cos(wt) + 2anw cos(2wt + ) (4.2)

Uttrykket for x(¢) i ligning (4.1) og #(¢) i ligning (4.2) settes inn i lign-
ing (2.45), gjengitt i ligning (4.3). Utregningen av f(z) er imidlertid mye
mer krevende for den utvidede modellen. Inngangssignalet x(¢) inneholder
flere ledd og det gjgr utregningen betydelig mer omfattende. Mye av beregn-
ingene er derfor lagt til vedlegg A.

- () () ()
ks ((%4%(@) + 2a%> (%4%(@) (—2) (4.3)

For & forenkle de videre beregningene gjores som for den enkle modellen en
substitusjon:
0= wt
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slik at

x(0) = ap + a1 sin 6 + ag sin(26 + ) (4.4)
#(0) = a1w cos 0 + 20w cos(260 + ) (4.5)

Setter s& inn for z(0) og (0) i ligning (4.3) og far:
1 3
f(z(0)) = — ko </<: <a1w cos 0 + 2apw cos(26 + 'y)))
4

bksks  kiko ?
——— —2a 2 2
+ <a » ™ > <k4 (alwcosﬁ—i- aw cos( H—i-’y)))

1 2
+ ko </<:_ <a1w cos 0 + 2w cos(26 + 7))) < —ap — aj sinf — ag sin(26 + 7))
4

k1ko

+ 20— <a1w cos 0 + 2w cos(26 + 7)) ( — ap — a1 8inf — ag sin(26 + 7))
ks \ky

For & kunne skrive f(x(6)) pa en enklere form, defineres nye variabler:

3

1
T ajw cos 0 + 2aow cos(20 + ) >

i

2

1
k

i

'Y
ajw cos 0 + 2aow cos(20 + ) — ap — aj sinf — ay sin(260 + ’y))

1
k

i

(
<a1w cos 0 + 2aow cos(260 +
(
(

N7 N N N

i

aqw cos 0 + 2aow cos(20 +

>2
k:i >> —ap— o 51n9—agsm(29—|—7))
Da kan f(z(#)) skrives slik:
f(x(0)) = A1B1 + A2By + A3Bs + A4 By (4.6)

Videre utregninger av By, B, Bs, By og et fullstendig uttrykk for f(z) er
gitt 1 vedlegg A.

Det er allerede antatt at ingangssignalet til det ulinesere elementet i figur 4.1
er en Fourierrekke opp til og med andre harmoniske. Ved a anta at utgangen
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fra det ulinesere elementet f(x) ogsa er en Fourierrekke opp til og med andre
harmoniske fas:

f(@(t)) = no + msin(wt + é1) + n2 sin(2wt + é2)

Setter inn 6 = wt og far:

f(@(0)) = no 4+ n1sin(0 + ¢1) + 12 sin (26 + ¢2) (4.7)
Den harmoniske balansen er oppfylt nar blokkdiagrammet i figur 4.1 er
oppfylt, det vil si nar inngangen z(t) = —y(t) og i tillegg at utgangen

y(t) = w(t) - G(p). En kan da sette balansen opp slik:

—z(t) = w(t) - G(p) (4.8)
Fra figur 4.1 er det gitt at w(t) = f(x(t)), og da kan ligning (4.8) skrives:
—z(t) = f(z(t)) - G(p)
Ved & benytte § = wt og deretter sette inn ligning (4.4) og ligning (4.7) far
—z(0) = f(2(0)) - G(p)
4
—ap — a1 sinf — agsin(20 + ) = <770 + 11 sin(f + ¢1) + n2sin(20 + ¢2)> -G(p)
(4.9)

hvor G(p), etter Laplacetransformajon er gitt ved ligning (2.48) og gjengitt
i ligning (4.10):
—ky y(s)

Gls) = s2 — Tr(A)s + det(A) - w(s) (4.10)

hvor s = 0, jw og j2w.

Uttrykkene for ng, 71, 12, ¢1 0g ¢2 iligning (4.9) er hentet fra Balchen (1992):

1

21
5w | fa@)as
21
Ms = 1/0 f(x(0))sin0deo
)

No =

P
1 27

771(::—/ f(x(0)) cos0db
T Jo

m =\, + i
¢1 = arctan <&>

Ms
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1 2w

s = — ; f(x(6))sin(20)do

1 27
Moe = — ; f(x(0)) cos(26)do

e = \/15, + 15,

¢9 = arctan <7726>
T2s

og beregningene av disse er lagt til vedlegg C. Resultatet fra vedlegg C er
at:

no = Mo(ao, a1, a2,w,7)
771 = (oo, 1, 2, w,7)
:(bl(a a1, ag,w,)
= (g, a1, 2, w,7y)

= ¢2(ap, a1, a2, w,7)

Med andre ord er alle 19, 11, ¢1 172 0g ¢ funksjoner av g, a1, s, w og 7.

De ulike frekvensene i en Fourierrekke er linesert uavhengige av hverandre.
Strukturen i figur 4.1 ma derfor veere oppfylt for hver enkelt frekvens, noe
som gir mulighet til & se pa en frekvens av gangen. Fra balanseligningen (4.9)
kan en utlede ligninger for & lgse oy, o, g, w og . Ligning (4.9) gir folgende
3 ligninger for konstantleddet, forsteharmoniske og andreharmoniske:

—ag = 1n0G(0) (4.11)
—aysinf = n;sin(6 + ¢1)G(jw) (4.12)
—arpsin(260 + v) = n2sin(260 + ¢2)G(j2w) (4.13)

Siden —sin z = sin(z + 7), kan ligningene (4.12) og (4.13) skrives om slik:

aq sin(f + ) = ny sin(0 + ¢1)G(jw) (4.14)
agsin(20 4+ v 4+ m) = n2sin(260 + ¢2)G(j2w) (4.15)

Videre antas det at de ukjente g, a1, s, w og 7 er stgrre eller lik 0. Dette
er en rimelig antagelse siden «; er amplitude for forskjelligne frekvenser, w
er en frekvens og v en faseforskyvning.
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4.1.1 Balanse for konstantleddet

G(0) i ligning (4.11) er beregnet i vedlegg D som:

G(0) = — del‘;? yy (4.16)

hvor det(A) er definert i ligning (2.12). Ligning (4.16) innsatt i ligning (4.11)

gir:
0= 10\ T qet(A)

k4 @ _
det(A) ap

(4.17)

4.1.2 Balanse for den grunnharmoniske

P4 grunn av lineser uavhengighet mellom amplitude og frekvens, og siden
G(jw) er lineger, kan ligning (4.14) deles opp i to ligninger:

ar = m|G(jw)|
0+ =0+ ¢+ ZG(jw)

som kan skrives om til:

)l =1 (4.18)
¢+ LG(jw) =7 (4.19)

4.1.3 Balanse for den andre harmoniske

P4 grunn av lineser uavhengighet mellom amplitude og frekvens, og siden
G(j2w) er lineeer, kan ligning (4.15) deles opp i to ligninger:

ag = ne|G(j2w)
204+~ + 7 =20+ ¢pg + LG(j2w)
som kan skrives om til:
G(j2w)| 2 =1 (4.20)
(0%)]

¢2 + ZG(j2w) =T+ (4.21)
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4.1.4 Totalt ligningssett

Ligningene 4.17 til 4.21 utgjgr et ligningssett pa 5 ligninger med 5 ukjente,
Qp, a1, (2, 7Y 08 W:

k4 @ _
det(A) ag

G2 + LG(j2w) = T+

hvor alle de ukjente inngar i alle fem ligningene.

Beregningene av ng, 11, ¢1, 72 0g ¢o er som sagt lagt til vedlegg C mens
beregningene av |G(0)|, |G(jw)|, ZG(jw), |G(j2w)| og LG (j2w) er lagt til
vedlegg D.

Utregning av de fem ligningene i ligningesettet er lagt til vedlegg E. Resul-
tatet fra vedlegg E er gitt i ligningene (E.6), (E.9), (E.13), (E.14) og (E.17).

4.2 Kompleksiteten i ligningssettet

For den utvidede modellen er det 5 ligninger, ligning (4.17) til (4.21), med 5
ukjente, ag, a1, a9, v, w. Malet er & Igse ligningssettet, og sette opp et nytt
analytisk uttrykk for perioden i Brusselatorens grensesyklus. Et analytisk
uttrykk for frekvensen w gir et analytisk uttrykk ogsa for perioden 7), siden
T, = 2T,
P& grunn av hgy kompleksitet har det sa langt ikke lykkes & lgse lignings-
settet. I dette kapittelet blir det derfor sett ngyere pa kompleksiteten i
ligningssettet, og antall lgsninger for hver variabel i de forskjellige lignin-
gene. Dette er gjort for & prove lgse ut variablene en og en, og dermed
redusere ligningssettet. Selv om ikke alle variablene kan lgses ut analytisk
kan en mulignes lgse de siste variablene ved en grafisk lgsning.

Det er ikke studert kompleksitet i ligningene med hensyn pa variabelen ~.
Variabelen ~ opptrer alltid som et argument i en trigonometrisk funksjon,
og opptrer flere ganger i hver ligning (4.17) til (4.21).
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Kompleksiteten i ligningene presenteres i tabeller. For & lettere forsta infor-
masjonen gitt i tabellene, er det en lengre forklaring til den forste tabellen.
Strukturen i de andre tabellene er lik som for den fgrste.

4.2.1 Kompleksitet i 1.ligning

Ligning (4.17) er beregnet i vedlegg E (ligning (E.6)) til & veere:

0 = — 4apk] det(A) + 6a3asw? cos yA; + (21{:40[%(.02 + 8]{:40[%(4)2)142

+ < - 2k4a0a%w2 — 8k4a0a%w2 + 3k4a%a2w2 sin fy) Asg (4.22)

Ligning (4.22) har forskjellig kompleksitet alt etter hvilken ukjent en tar
utgangspunkt i. Ved & sette opp ligningen pa nytt er kompleksiteten for hver
variabel vist til hgyre. Hgyeste orden for hver variabel er uthevet og indikerer
antall lgsninger i ligningen for den aktuelle variabel.

0 = — 4ok det(A) ag ¥ af W°
+ 2w cos v A, o) o ab Wi
+ 2kgiw? Ay o) o oY W?
+ 8kyadw? Ay o) o aF WP
— 2kyop0iw? As oy ot oy WP
— 8kqapasw? Az oy o a3 WP
+ 3kgadaw? sin v A3 a) o a) W?

Her har hvert ledd i ligning (4.22) fatt en egen linje. Bak hvert ledd star det
hviken orden/grad dette leddet har med hensyn pa variablene «ag, a1, a og
w. Nar det i forste linje viser ozé s& betyr det at med hensyn pé variabelen
g er det forste leddet et forstegradsledd. I fgrste linje star det ogsa af, o
og w” som betyr at med hensyn pa i, as og w er dette forste leddet et
konstantledd. Hva slags orden ligning (4.22) har med hensyn pé de forskjel-
lige variablene «g, a1, as og w er vist i tabell 4.1.
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Tabell 4.1: Kompleksiteten i ligning (4.22) m.h.p. forskjellige variabler. Merk
at med antagelsen a; > 0 er det bare en lgsning for «;.

0. ]1.]2 |3 Antall Prinsipiell

c | b|a lgsninger | lgsningsstruktur

ag | x | x| - | - 1 (—%)
ap | x| - | x| - 2 <:|:\/§>

—bt/b?—dac
a | x| x| x| - 2 (7bi22 4‘“)

w X | -] x| x 3

I tabellene betyr 0., 1., 2. osv. henholdsvis 0.gradsledd /konstantledd, 1.grads-
ledd, 2.gradsledd osv.

Et kryss x i tabellen betyr at det eksisterer ledd i ligning (4.22) som har
den aktuelle graden (i kolonnen) med hensyn péa den aktuelle variabelen (i
raden). Tabellen viser ogsa hvor mange lgsninger det finnes for hver variabel
ut fra ligning (4.22). For de tilfellene der det er mulig er det i siste kolonne
oppgitt prinsipiell lgsninsgsstruktur.

4.2.2 Kompleksitet i 2.ligning

Ligning (4.18) er beregnet i vedlegg E (ligning (E.9)) til & veere:

0 =16k} ((det(A) — w2)2 + TrQ(A)w2> + w? <5760¢§‘w414%
+ 7202 03w* A? +19203w3 cos Yy A1 Ay — 192000iw> cos vky A1 As
— 96apasw?ki A1 Ay + 48aiw? sin vkF A1 Ay 4 9ajw? A
+ 240[%0@(4)3 cos Ykg A1 Ay — 24ozooz%a2w3 cos vky A1 A3
— 120003W2k2 A Ay 4 603 asw? sin vk A Ay + 6403w k3 A2
+ 64asw? sin vk2 Ay Az — 6400wkl Ay Az + 8atanw? sin yki Ay A3
— 32apaow cos ki Ay Ay + 6423w’k A2 — 8apad anw? sin ykI A3
+ ofw?k2 A2 — 203 aw cos Yk Az Ay + 3208 crpw cos vk Az Ay

+ 403k AT — Sapas sin vk A + 16(1%]@11/1421) (4.23)

Kompleksiteten i ligning (4.23) er fremstilt i tabell 4.2:
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Tabell 4.2: Kompleksiteten i ligning (4.23) m.h.p. forskjellige variabler. Merk
at med antagelsen a; > 0 er det bare 2 Igsninger for a;.

0.11.12.]3. |4.]5. |6. Antall Prinsipiell
c|bla d lgsninger lgsningsstruktur
ag | x| x| x| -|-1-1- 2 (7_17i VQI;Q —dac )
ol | x| - | x| - | x| - - 4 ( + 4/ —atva —dde W)
ay | X | x| x| x| x| -] - 4
w X | - | x| x| x|x|X 6

4.2.3 Kompleksitet i 3.ligning

Ligning (4.19) er beregnet i vedlegg E (ligning (E.13)) til & veere:

Tr(A)wky ( — 8anwsinyAg + < — 80[%(4) + 8agaaw siny — a%w) A3 + 29 cos 7k4A4>
+ (det(A) — w2) <<24a%w2 + 3a%w2)A1 + 8apw cos Yky As

— 8agapw cos kg Az + (2@2 siny — 4a0) k:ZA4> =0 (4.24)

Kompleksiteten i ligning (4.24) er gitt i tabell 4.3:

Tabell 4.3: Kompleksiteten i ligning (4.24) m.h.p. forskjellige variabler. Merk
at med antagelsen a; > 0 er det bare en lgsning for a;.

0.11.]12 1|3 |4 Antall Prinsipiell
c|b|a lgsninger | lgsningsstruktur
ag | x| x| - | - | - 1 ( — %)
a | x| - | x| -] - 2 < + g)
as | X | x| x| - | - 2 (;bi\gj*ﬂ)
w | x| -|x|x]|x 4

4.2.4 Kompleksitet i 4.ligning

Ligning (4.20) er ikke beregnet videre i vedlegg E pa grunn av kompleksitet,
men gjengis i ligning (4.25) uforandret:

IG(j2w)| 2 =1 (4.25)
g

Kompleksiteten i ligning (4.25) er likevel studert og oppsummert i tabell 4.4
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Tabell 4.4: Kompleksiteten i ligning (4.25) m.h.p. forskjellige variabler. Merk
at igjen er det slik at med antagelsen a; > 0 er det bare 2 lgsninger for a;.

0.11.12.|3.|4.]5. ]6. Antall Prinsipiell
c|b|a d lgsninger lgsningsstruktur
ag | x| x| x| -|-1-1- 2 (7_17i VQZQ _4‘“)
ol | x| - | x| -] x| - - 4 < + 4/ —atva®—4de W)
ay | X | x| x| x| x| -] - 4
w X |- | x| x| x|x|X 6

4.2.5 Kompleksitet i 5.ligning

Ligning (4.21) er beregnet i vedlegg E (ligning (E.17)) til & veere:
2Tr(A)w (s + Moc tany) + (det(A) — 4w?)(1)2e + Mostany) =0 (4.26)

For enkelhetsskyld er ikke 725 0g 72 satt inn i ligning (4.26). Kompleksiteten
er likevel studert og oppsummert i tabell 4.5.

Tabell 4.5: Kompleksiteten i ligning (4.26) m.h.p. forskjellige variabler. Merk
at med antagelsen a; > 0 er det bare en lgsning for «;.

0.11.12.1]3.|4.|5. Antall Prinsipiell
c|b|a lgsninger | lgsningsstruktur
a | x| x| -|-1]-1- 1 ( — g)
ap | x| - | x| - - - 2 ( + \/g)
as | X | x| - | x| - |- 3
w - lx x| x| x|Xx 4

4.2.6 Kompleksitet i ligningssettet

I tabell 4.6 er informasjonen fra tabellene 4.1 til 4.5 om antall lgsninger for
hver variabel i de forskjellige ligningene samlet.

Tabell 4.6: Oversikt over antall lgsninger for hver variabel i ligningene.
Ligning | ag | a1 | ag | w

=N = o =
DO v | DO x| DO
Q| = DN = DN
= O =[O W
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4.2.7 Lgse ut o?

Ut fra tabell 4.1, tabell 4.3 og tabell 4.5 ser en at det finnes en unik lgsning
for a2 bade i ligning (4.22), ligning (4.24) og ligning (4.26). Ved & lgse disse
ligningene med hensyn pa a?, og deretter sette to og to lgsninger for o2 lik
hverandre far en nye ligninger med fire ukjente i stedet for fem.

I tabell 4.7 oppsummeres kompleksiteten til ligningen som en far ved & sette

Igsningen av o2 fra ligning (4.22) og ligning (4.24) lik hverandre. Den nye
ligningen inneholder bare 4 ukjente, de 3 ukjente i tabell 4.7 og ~.

Tabell 4.7: Kompleksiteten i ligning (4.22) og (4.24) der ay er lgst ut

0.]1.12 3. |4 |5 |6.|7 |8 | Antall Prinsipiell
c|bla lgsninger | lgsningsstruktur
ag | x| x| x| - |-|-1-1-1-+ 2 (%@)
ay | X | x| x| x|-|-1-1-1- 3
w -l -l x x| x|x|x|x]| - )

I tabell 4.8 oppsummeres kompleksiteten til ligningen som en far ved & sette

Igsningen av o2 fra ligning (4.22) og ligning (4.26) lik hverandre. Den nye
ligningen inneholder bare 4 ukjente, de 3 ukjente i tabell 4.8 og ~.

Tabell 4.8: Kompleksiteten i ligning (4.22) og (4.26) der ay er lgst ut

0.]1.12 3. |4 |5 |6.|7 |8 | Antall Prinsipiell

¢ a lgsninger | lgsningsstruktur
ag | x| x| x| - |-|-1-1-1-+ 2 <%@)
ay | X | x| x| x|x|-1|-/|-1- 4
w | x|x|x|x|x|xX|X|X]|- 7

I tabell 4.9 oppsummeres kompleksiteten til ligningen som en far ved & sette

Igsningen av o2 fra ligning (4.24) og ligning (4.26) lik hverandre. Den nye
ligningen inneholder bare 4 ukjente, de 3 ukjente i tabell 4.9 og ~.

Tabell 4.9: Kompleksiteten i ligning (4.24) og (4.26) der ay er lgst ut

0. ]1.12.]3. |4 |5 ]6.|7.]8. Antall Prinsipiell

¢ a lgsninger | lgsningsstruktur
ag | x| x| x| - | -|-1-1-1-+ 2 <%@)
ay | X | x| x| x| -]|-1-1-1- 3
w | X | x| X |X|xX|xX|XxX]|Xx]|X 8
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I de tre tilfellene oppsumert i tabell 4.7 til 4.9, er to av ligningene i det opp-
rinnelige ligningssettet redusert til en. Ved samtidig & sette inn en lgsning for
ay > 0 i de resterende resterende ligningene, sa reduseres hele ligningssettet
til 4 ligninger med 4 ukjente g, as w og . Ligningssettet lgses greit ned
til 3 ligninger med 3 ukjente g, w og 7, men da er kompleksiteten i de 3
resterende lignigene sa hgy at det ikke har veert mulig & lgse ut flere variabler.
Ligningssettet med ligningene (4.22) til (4.26) viser seg & ikke veere lgsbart.
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Kapittel 5

Oppsummering

I denne rapporten er det gjort en generell analyse av Brusselatoren og dens
dynamiske egenskaper. Videre er beskrivende funksjoners metode anvendt for
a beregne en modell som tilnsermer Brusselatorens grensesyklus. Uttrykket
for frekvensen w i denne tilnszermingen er deretter brukt til & sette opp et
analytisk uttrykk 7). i ligning (3.27) for perioden i Brusselatorens grens-
esyklus. Uttrykket T}, gir muligheten til & si noe om adapsjons egenskapene
i perioden for Brusselatorens grensesyklus. Ut i fra uttrykket for 7}, kan en
si at det for grensesyklusen til Brusselatoren ikke eksisterer robust perfekt
adapsjon i periode verken med hensyn pa hastighetskonstantene ki, ko, ks,
k4 eller konsentrasjonene a og b fordi uttrykket 7). er avhengig av alle disse
parameterne. Derimot er uttrykket 7). pa en form som gjgr at en kan finne
"fininnstilt” perfekt adapsjon for T).. Nytteverdien av a finne "fininnstilt”
perfekt adapsjon for 7). er avhengig av hvor godt uttrykket T}, beskriver
perioden i Brusselatorens grensesyklus.

Det analytiske uttrykket 7). i ligning (3.27) for perioden i Brusselatorens
grensesyklus er verifisert ved & sammenligne periodeestimater beregnet ut fra
ligning (3.27) og periodeverdier fra ulineser simulering av Brusselatormod-
ellen i ligning (2.1) og (2.2). Verifiserningen viser at det er stor spredning
i hvor godt uttrykket T),. tilnezermer perioden i Brusselatorens grensesyk-
lus. Med utgangspunkt i eksemplene i tabell 3.1 og verifikasjonseksemplene
med figurer i kapittel 3.4.1 til 3.4.3 er det kommentert sammenhenger og
betingelser for nar uttrykket 7). i ligning (3.27) gir en god tilnserming av
perioden til Brusselatorens grensesyklus og nar det ikke gjor det.

Det er ogsa gjort en sammenligning mellom det analytiske uttrykket T}, og
andre rapporterte modeller for & beregne perioden i Brusselatorens grens-
esyklus. Et av disse periodeuttrykkene Tj.,,. i ligning (3.32) beregnet ved
Hes variasjonsmetode gav et uttrykk som i alle eksemplene i denne rapporten
gav like gode eller bedre periodeestimat for Brusselatorens grensesyklus enn
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periodeestimat beregnet ut fra ligning (3.27). Selvom uttrykket for perioden
i Brusselatorens grensesyklus beregnet ved hjelp av Hes variasjonsmetode er
bedre enn det beregnet i ligning (3.27) ved hjelp av beskrivende funksjon-
ers metode, er heller ikke dette et godt nok uttrykk for & kunne si noe om
”fininnstilt” perfekt adapsjon i periode med stgrre sikkerhet. Ogsa dette ut-
trykket Tpe,,, 1 ligning (3.32) gir store avvik i periodeestimatene i forhold til
periodeverdiene funnet ved ulineser simulering. Dessuten er alle hastighet-
skonstantene antatt lik 1 i beregningen av dette uttrykket. Det er med andre
ord ikke mulig ut fra uttrykket i ligning (3.32) & lete etter ”fininnstilt” per-
fekt adapsjon for T}, med hensyn pa hastighetskonstantene k1, ko, k3 og k4.

For & fa et bedre analytisk uttrykk for perioden i Brusselatorens grensesyklus
enn det gitt ved ligning (3.27) ble det forspkt & beregne en utvidet modell,
ogsé denne ved hjelp av beskrivende funksjoners metode. Ligningssettet som
ma lgses for den utvidede modellen bestar av 5 ligninger (4.17) til (4.21)
med 5 ukjente g, a1, as, w og . Ligningssettet lar seg redusere ned til 3
ligninger med 3 ukjente, men deretter er de resterende ligningene av en sa
hgy grad at de ikke lar seg lgse.

Kompleksiteten i ligningssettet tyder pa at det er flere lgsninger for w, som
igjen vil gi flere analytiske uttrykk for perioden i Brusselatorens grensesyk-
lus. Et sett av uttrykk for perioden i Brusselatorens grensesyklus kan muli-
gens sammen gi en god tilnserming til Brusselatorens grensesyklus i et stgrre
omrade, enn for T), gitt i ligning (3.27). Utfordringen med et sett av tilneer-
minger er & vite hvilken tilnserming som er best for et gitt tilfelle. En annen
svakhet ved & ha et sett av periodeuttrykk i stedet for bare ett uttrykk er at
det gir liten mulighet for & finne ”fininnstilt” perfekt adapsjon.



Kapittel 6

Konklusjon

Ut fra denne rapporten kan en konkludere med at det ikke eksisterer robust
perfekt adapsjon for perioden i Brusselatorens grensesyklus hverken med
hensyn pa hastighetskonstantene k1, ko, k3, k4 eller konsentrasjonene a og b.

Nar det gjelder ”fininnstilt” perfekt adapsjon i periode for Brusselatorens
grensesyklus, kan en i alle fall finne ”fininnstilt” perfekt adapsjon for det
analytiske uttrykket T}, i ligning (3.27). Nytteverdien av dette er imidlertid
ikke sa stor siden tilnsermingen 7). er begrenset i presisjon.

Et bedre analyttisk uttrykk for perioden i Brusselatorens grensesyklus enn
det gitt ved ligning (3.27) kan ha ”fininnstilt” perfekt adapsjon som er av
storre nytteverdi.

Beskrivende funksjoners metode har vist seg & oke betraktelig i komplek-
sitet nar det tas med flere ledd i utgangen y(t) (og dermed ogsé inngangen
x(t) = —y(t)) i figur 4.1. For & finne et mer ngyaktig analytisk uttrykk for
Brusselatorens grensesyklus enn det funnet i ligning (3.27) ber en derfor
gjgre bruk av en annen metode.
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Vedlegg






Tillegg A

Beregning av f(x) for utvidet
modell

Ligning (4.6) gir f(x) pa formen:

hvor:

og
By

By =

B3

K

f(x) = A1B1 + A2 By + A3 B3 + AyBy (A.1)
Ay = —ko (A.2)
b ksky kiko
Ay = ——— —2a——= A3
ik Tk (A.3)
Asg = ko (A4)
kik
Ay = 20222 (A.5)
k4
1
= (oz‘rf’wB’ cos®(6) + 602 asw? cos? § cos(260 + )
4
+ 1201 adw? cos 0 cos? (20 + ) + S8asw? cos® (2w + ’y)) (A.6)
1
yo) (a%uﬂ cos? 0 + 4o apw? cos B cos(20 + )
4
+ 4a3w?cos®(20 + 7)) (A.7)
1

( — apadw? cos? 0 — dagaranw? cos 6 cos(26 + )

2 2

— dapasw? cos? (20 + ) — aiw? cos? O sin O

— 403 apw? cos §sin 0 cos(20 + ) — 4o a3w? sin 0 cos?(20 + )
— a?asw? cos® Hsin(26 + )
— dayow? cos(8) cos(260 + ) sin(20 + )

— 4ai3w? cos®(20 + ) sin(26 + 7)) (A.8)
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1
By :k_< — apaqw cos(0) — 2apaow cos(20 + ) — a%w cos fsin 6
4

— 200w sin 6 cos(26 + v) — agasw cos Osin (260 + )
— 203w cos(20 + ) sin(26 + 7)) (A.9)

For & beregne f(x) gitt i ligning (A.1) er det utregningene delt opp i mindre
deler. For lettere & kunne trekke sammen ledd til slutt, er det @nskelig a
omformulere B;, B, Bs og By gitt i ligningene (A.6) til (A.9) slik at det
bare er en variabel i hvert argument for sin og cos. For & gjgre dette benyttes
fglgende hjelpesetning:

Lemma:

sin(z £ y) =sinz cosy + cos xsiny (A.10)
cos(z +y) = coszcosy £sinzsiny (A.11)

Legg merke til at nar o = y, reduseres ligningene (A.10) og (A.11) til:

sin2x = 2sinx cosx

cos 2z = cos>x — sin’ x

Ved hjelp av lignig (A.10) og ligning (A.11) kan det vises at:

c0s(26 + ) = cosy cos® § — cos ysin® 6 — 2sin v cos § sin § (A.12)
sin(20 + ) = 2cosy cos fsin @ + sin y cos? § — sin y sin? § (A.13)

Ligningene (A.12) og (A.13) gjor at en videre kan regne ut:

cos?(20 + ) = cos? v cos? § — 4 cos y sin y cos> O sin 6

+ (4sin? v — 2cos? 7) cos? O sin? 4

+ 4 cos 7y sin y cos 0 sin® 0 + cos® ysin 6 (A.14)
cos3(26 4 ) = cos® v cos® @ — 6 cos? sin y cos® @ sin O

+ (12 cosy sin?~ — 3 cos® v) cos? fsin” 6

+ (12 cos? ysiny — 8sin® ) cos® #sin® 0

+ (3 cos® v — 12 cos ysin? ) cos? § sin 4

— 6 cos? ysiny cos 0 sin® 6 — cos® v sin® @ (A.15)
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cos(20 + ) sin(26 4 ) = cos y sin y cos* §
+ (2cos? v — 2sin? 7) cos® § sin 0
— 6cosysin~y cos? fsin? 4
+ (2sin®y — 2cos? ) cos O sin® 4
+ cos -y sin y sin® 0 (A.16)
cos?(20 + ) sin(20 + ) = cos® v siny cos® 4

2

+ (2cos® v — 4 cos ysin? ) cos® A sin 6

+ (4sin®y — 11 cos? ysin ) cos? fsin” 0
+ (16 cos y sin?~y — 4 cos® v) cos? @ sin® @
+ (11 cos? ysiny — 4sin® ) cos? § sin* A
+ (2cos® v — 4 cos ysin? ) cos A sin® 6

— cos? ysinysin® @ (A17)

Substituerer sa ligning (A.12) til (A.17) inn i ligning. (A.6) til (A.9) o
trekker sammen. Det gir:

By = k:3 (a‘;’w:’)’ cos® 0 4 6aFanw® cosy cos? § — 603 anw? cos v cos? O sin’ 0

— 1202 apw? sin 7y cos® @ sin O + 12a; a3w? cos? v cos® 6

+ 120 03w (4sin? 4y — 2 cos? v) cos® A sin? 6

— 480y 03w cos 7y sin y cos? 0 sin 6 + 120 a3w? cos?  cos O sin
+ 481 o 2w cos ysin+y cos? 0 sin® 6 + 8as 3w
3

cos® 7 cos® 0
— 4803w cos? ysiny cos® fsin 6

+ 8aiw? (12 cos sin?~ — 300337) cos* 0sin” 0
+ 8aiw3(12 cos? ysiny — 8sin® ) cos® A sin> 4
+ 8asw? (3 cos® 4 — 12 cos 7y sin? ) cos? O sint 0

3 3

— 48a3w? cos? y sin y cos fsin” § — 8aiw? cos® 7 sin® 0) (A.18)

1
By = k:2 (a%uﬂ cos? 0 + 4o apw? cos 7 cos 30 — 4o anw? cos ~ cos # sin 29
— 8ayapw? siny cos? fsin § + 4adw? cos® vy cos? 6
+ 4adw? (4sin? v — 2 cos? ) cos® A sin? 0
— 16a%w2 cos v siny cos® 0sin 6 + 4a%w2 cos? v sin* 0

+ 1603w? cos y sin 7 cos f sin® 9) (A.19)
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1
1.2
ki
+ dagay aow? cos ~ cos 0 sin? 6 + 8ayaq aw? sin ~y cos® fsin 0

— daadw? cos? v cost O — dagadw? (4sin? 4 — 2 cos? ) cos® O sin? 0

2

( — aoa%w cos? 0 — dagagaaw? cosy cos® 0

+ 16agaiw?cosy siny cos® O sin § — 4agasw? cos® ysint

2

— 16apaiw? cos 7y sin y cos O sin® § — aw? cos? fsin 0

— 40 apw? cos v cos® O sin  + 4aFaaw? cos y cos O sin® 6

2 2 2

+ 8a2aw? siny cos? Osin? 6 — 4oy adw? cos?  cos® O sin 6

— 4daq0iw? (4sin? 4 — 2 cos? ) cos? O sin® 6
13 v Y
+ 1607 a3w? cos v sin ~ cos® 0 sin?  — daq adw? cos? v sin® 6
2 ysmy 2 Y
— 1601 a3w? cos 7y siny cos O sin? @ — 2a3anw? cos y cos® O sin
— o2 apw? siny cos @ + a2 agw? siny cos? A sin” 6
— daq adw? cosysin vy cos® 6 — dagalw?(2 cos® v — 2sin® ) cos? 0 sin 6
2 ysmy 2 Y Y
+ 240y a3w? cos y siny cos® A sin” 6
— day02w?(2sin? v — 2 cos? ) cos? B sin® 0
— 4oy adw? cosy sin v cos O sin? 6 — 4a3w? cos? v siny cos® 6
2 ysmy 2 ysmy
— a3w?(2cos® v — 4 cos ysin? ) cos® § sin §
+ 4a3w? (11 cos? ysiny — 4sin® ) cos? fsin? 0
— 4a3w?(16 cos ysin® 4 — 4 cos® ) cos® O sin® 4
—4a3

(
w?(11 cos? ysiny — 4sin® ) cos? O sin*
— dadw?(

2 cos® v — 4 cos v sin? ) cos 6 sin® @

+ 4adw? cos? 7y sin 7y sin® 6) (A.20)

1
k4
+ 2agaow cos 7y sin® 6 — a%w cos fsin 0 — 2 ciaw cos 7y cos? fsin @

By = ( — agaqw cos B — 2apaw cos 7y cos? 6 + 4dagaaw sin -y cos 6 sin 6

+ 4oy aow sin y cos sin? 0 + 2 apw cos y sin® 0 — ajasw sin ~y cos® 6
— 2011 (row COS 7y cos? 0sin 6 + ajasw sin ~ cos 0 sin® 0

— 203w cos ysin y cos* O — 202w (2 cos? vy — 2sin? ) cos® A sin 0

+ 1203w cos ysiny cos® O sin?  — 2a3w(2sin? vy — 2 cos? ) cos A sin® 0
— 202w cos 7y sin y sin? 9) (A.21)

Uttrykkene for By, By, Bs og By gitt i ligningene (A.18) til (A.21) settes sa
inn i ligning (A.1) og trekes sammen til:
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f(z(0) = <(8A1a2w3 cos® v — 4Azksaw® cos® ysin 7) cos® 0
48 A1 05w cos® ysiny — 4Asksoiw® (2 cos® v —4cosvy sin? 7)) cos® 0'sin 0
8A;05w° (12 cos~y sin® v — 3 cos ’y) + 4Asksonw’® (11 cos® ysiny — 4sin® 'y)) cos® fsin” 0
8A 10w (12 cos® ysiny — 8sin fy) — 4Asksoiw’® (16 cos~y sin® v — 4 cos® 'y)) cos” #sin® 0
8A1a2w (3 cos” v — 12 cos v sin ’y) — 4Asksosw’® (11 cos® ysiny — 4sin® 'y)) cos” fsin* 0
48 A1 05w® cos® ysiny — 4Asksasw?® (2 cos® v — 4 cos v sin’ 'y)) cos 0 sin® 6
— 8405w cos® v 4+ 4Azksabw? cos® v sin fy) sin® 9
12A1a1a2w cos? v - 4A3k4a1a§w2 cos 7y sin 7) cos® 6
48A1a1a2w3 cosysiny — 4Askscy agw (3 cos? ¥ — 2sin fy)) cos* Osin 0
1241001 a2w (4 sin® v — 2 cos® ) + 40Asksc asw? cos v sin ’y) cos” #sin” 0
48 A1 01 05w® cosysiny — 4Asksaroaw ( 4 cos”  + 6sin® fy)) cos® fsin® 6
1241 105w cos® v — 20Askion asw? cos vy sin fy) cos O sin* 6

(-
(
(
(
(-
(
(
(-
(
(
(
(-

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+ 4A3k4a1a2w cos 7) sin® 0

+ (6A1a1 a2w3 cosy + 4A2k4a§w2 cos? O 4A3k4aoa§w2 cos? v - A3k4a%agw2 sin 7y

— 2A4k3 03w cos v sin 7) cos* 0

+ ( — 12A1a§a2w3 siny — 16A2k4a§w2 cosysiny + 16A3k4aoa§w2 cos ysin~y

— 4Asksal anw® cosy — 2Asksal anw® cosy — 2A4kia§w(2 cos® vy — 2sin? ’y)) cos” fsin 6

+ ( — 6A10Taaw® cosy + 4Askaasw’ (4sin® y — 2 cos® ) — 4Azksapaiw’ (4sin® 4 — 2 cos® )

+ 9Asks0fasw?® siny + 12A44k; asw cos v sin ’y) cos” fsin” 0

+ (16A2 ksoaw? cos ysiny — 16 Askscoaaw® cos ysin~y + 4 Asksa azw? cos ~

— 2A4k; a3w(—2 cos® y + 2 sin’ 7)) cos 0 sin® 0

+ (4A2k4a§w2 cos? v - 4A3k4aoa§w2 cos? v — 2A4k2a§w cos 7y sin 7) sin® 9

+ Alai’w?’ + 4As5ks0n a2w2 cosy — 4A3k4aoa1a2w2 cosy — A4k§a1agw sin 7) cos’

— 8Asksa1 aow? siny + 8Askscvoan asw? siny — Asksadw? — 4A4k2 1w cos ’y) cos® Osin 6
— 4Askson aow® cosy + 4Asksanar asw® cosy + 5Ak: a1 anw sin fy) cos 0 sin? 6

2A4k2a1agw cos 'y) sin® @ + (4A4k2aoagw siny — A4k§a§w) cosf@sin @

(
(
(
(2A4kia1a2w cosy ) sin® 6
(
(

+ 2A4kiaoagw cos 'y) sin? 0 + ( — A4kiaoa1w) cos 0) (A.22)
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Integraler

Tillegg B

Integraler

)
3

cosfdf =0

)
3

cos?0dh =

)
3

cosfsinfdf = 0

)
3

sin®0do = =

o
3

cos® 0dh = 0

cos? O sin 0df = 0

o
3

cos 0sin® 0df = 0

o
3

sin® 0do = 0

o
3

3T
4

0df = —
cos 1

27
cos® O sin 6d6 = 0

2

S, S, TS TS TS S T T o o o

[e=]

2
/ cos 0sin® 0df = 0
0
27
/ sin® 0o = 5F
0 4

2T
/ cos® 0df = 0
0

cos? O sin? 0db = %



Integraler

89

0o
3

cos*Hsin0do = 0

0o
3

cos® 0 sin? 6df = 0

0o
3

cos? 0 sin® 6d = 0

¥
3

cosfsin* 0do = 0

0o
3

sin® 0dh = 0

cos® 0do = 5—7T
8

o
3

cos® O sin 0df = 0

o
3

cos? 0 sin? 0dh = g

o
3

cos® O sin® 0d = 0

o
3

cos? 0 sin? 0dh = g

27
cos Bsin® 8d6 = 0

2
/ sin® 0dp = 5—7T
0 8
27
/ cos” 0dh =0
0

2
/ cos® O sindo = 0
0

S S o TS ST S o ST S S o

2T
/ cos® 0sin® 0df = 0
0
2T
/ cos? 0sin® 0d = 0
0
2
/ cos® 0sin* 0dh = 0
0
27
/ cos? 0 sin® df = 0
0

2T
/ cos 0 sin® 0do = 0
0

27
/ sin” df = 0
0
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Integraler

v
3

cos® 0dh = 35—7T
64

v
3

cos’ Bsin 0df = 0

v
3

5%

cos® fsin? 0dh = =
64

o
3

cos® fsin® 0dh = 0

cos* Osin? 0df = 3—7T
64

o
3

cos® fsin® 0df = 0

o
3

5

cos® O sin® 0dh = =
64

o
3

cos@sin’ 0df = 0

o
3

sin® 0do = 3om
64

o\o\o\o\o\wo\o\o\o\



Tillegg C

Beregning av ng, 71, 19, ¢1 08 92

M0, M, M2, G1 0g Po er gitt ved:

1 27
No = o f(x(0))do
™ Jo
1 27
Ms = — f(x(6))sin0de
™ Jo

1 2w
Me = — f(x(0)) cos0db
T Jo

m = \/nis + i

¢1 = arctan <@>
Ms

2
N2s = / f(z(0)) sin(20)do
0

)
2m

2 = \/ n%s + n%c

¢o = arctan @>
2s

A= A=

(
cos(26)do

hvor f(z(0)) er gitt i ligning (A.22) i vedlegg A. Funksjonen f(z(0)) gitt
i ligning (A.22) er sveert lang, men den kan enkelt deles opp i ledd som
er enkle & integrere ved hjelp av listen med integraler i vedlegg B. Mange
av leddene i f(z(#)) fra ligning (A.22) faller faktisk bort under integrasjonen.
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no er gitt ved:

1 2T
= 0))do
m=y- [ 1)
11 9 2 9 2 2 2
=573 77(2A4k4a0a2w cos 7) + 7T(A2k:4oz1w — Askjapajw® — 2A4k5apaow cos 7)
4
3
+ Zﬂ <4A2k4a§w2 cos? vy — 4Azkygopaiw? cos? v — 2A4k3adw cos v sin 7)
+ % ( — 6A1a%a2w3 cosy + 4A2k4oz§w2 (4 sin? v —2 cos? v)

— 4Askqapoiw? (4sin? v — 2cos? y) + 9Azksatanw? siny + 124, k203w cos 7y sin 7)
+ Zﬂ <6A1a%a2w3 cosy + 4A2k4a%w2 cos? v — 4A3k4aoa%w2 cos? ~y
— Askgaaow? siny — 2A4k2 03w cos  sin 'y)
5
+ % < — 8A1a3w? cos® v + 4 Askyaiw? cos? ysin 'y)
+ % (8A1a§w3(3 cos® v — 12 cos ysin? y) — 443k4a5w?(11 cos?® ysiny — 4sin® fy))
+ % (8A1a§w3(12 cos ysin®y — 3 cos® ) + 4Azkgaiw?(11 cos® ysiny — 4sin® fy))
o

+ 3 <8A1a§w3 cos® v — 4Asks0iw? cos? v sin ’y>>

1

=33 (4 <A2k4a%w2 — A3k4a0a%w2> +3 (6A1a%a2w3 cosy + 8A2k4a%w2 cos? y
4

— 8Asksapaaw? cos® v — Askqadanw? siny — 4A k2 a3w cos y sin 7)
+ < — 6A1a%a2w3 cosy + 4A2k4a%w2(4 sin? y—2 cos? v)
— 4A3k40005W> (4 sin? v — 2 cos? v) + 9 Askso cow? sin y + 1244 k303w cos v sin 'y) )
1 2 3 2 3
:8? (18a1a2w cos v — 6ajaaw” cos 7) Aq
4
+ <4k:4oz%w2 + 24k403w? cos? y + 4dkyasw? (4sin? v — 2 cos? 7)) Ao
+ < - 4k4a0a%w2 - 24/<:404004§w2 cos? v — 3k4a%a2w2 siny
— 4kjapasw? (4sin® 4 — 2 cos? ) + Ykgadanw? sin 7) Az

+ < — 12k2 03w cos ysiny + 12k 3w cos 7 sin 7) A4>
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Til slutt kan ng reduseres til:

1
Mo = 4k3 <6a1a2w cosyAq + <2k34a1w + 8ky0dw >A2

+ < — 21{:40[00@(412 — 8k4a0a§w2 + 31{:40[%0[2(4)2 sin 7) A3> (C.1)

N1s er gitt ved:

1 2m
me=1 [ £()sino)d
1

:kT (E < — 484 0105w cos ysiny — 4A3k4a1a%w2(3 cos? v — 2sin? 'y))
+ - S <48A1041a%w3 cosysiny — 4A3k4a1a2w (—4 cos? v + 6sin’ ))

+ 5%( — 4A3k4a1a%w2 cos? 7) + %( — 8Askq0n aow? sin

+ 8A3k4a0a1a2w2 siny — A3k4a‘(fw2 - 4A4kia1a2w cos 'y)

3
+ ZF <2A4k4a1a2w cos ’y)) (C.2)

1
Tk

— 8Asks0n aow? sin~y + 8 Agksagai aow

<A3k:4a1a2w (2cos®y — 8sin? v) — 1043k a3w? cos? y

2 2

siny — Azkjaiw
- 4A4kia1a2w cosy + 6A4k§a1a2w CoS ’y)

1

:m < — 8ajaow? sin yky Ag + < — 80z10z%w2(0052 ~ + sin? v)

+ 8agay apw? siny — alw )k4A3 + 21 cvaw cos ’yk:4A4>

1
=—| - 8y ow? sin vAs + < - 804104%(4)2

2

+ 8agaasw” siny — alw )Ag + 201 craw coS 7k4A4>

Til slutt reduseres 75 til:

[051%%

Ms =7 < — 8apwsin YAy + ( — 8a3w + 8apanw siny — a%w) As
1

+ 209 cos 7k4A4> (C.3)



94 Beregning av 1, 11, 72, ¢1 0g ¢2

N1e er gitt ved:
1 2m
me=— [ f(x(0))cos(6)do

™ Jo

1 /5
=3 (—; (12A1a1a%w3 cos® y — 4Azkyo a3w? cos v sin 7)
Thy

+ % <12A1a1a%w3(4 sin?y — 2cos? ) + 40A3ksa1a5w? cos y sin 7)

+ % <12A1a1a%w3 cos? v — 20A3k4a1a%w2 €os -y sin ’y)

3T

+ v (Alozi{’w?’ + 4 As kg avow? cos v — 4 Asksapa; aaw? cos y

- A4kia1a2w sin 7) + % ( — 4 Ak aow? cos -y

+ 4 Agkgopa; aow? cosy + 5A4k2a1a2w sin 7) + 7T< — A4kzza0a1w>>

1

= 23 2 .2 2 9
_4—7@1’ <6A1a1a2w (5cos v + 4sin” vy — 2 cos” v + cos ,y)

+ A3k4a1a%w2 CoS ’ysin’y( — 10+ 20 — 10) + 3A1ai{’w3
+ Askgaqasw? cos ~v(12 —4) + Askiagoaaw? cos v(—=12 +4)

+ A4kia1a2w siny(—3 +5) — 4A4kiaooc1w>

1
s ((240[1(1%(4)3 + 304?(.03) Ay + 8ajagw? cos yky Ay
4

— 8oy ow? cos Yka As + <2a1a2w siny — 4a0a1w> k2A4>

Til slutt reduseres 7. til:

W

Me —4—]@}

<<24a§w2 + 3a%w2> Ay + 8avw cos k4 As

— 8agasw cos yYky As + (2@2 sin~y — 4a0> k:ZA4> (C4)



Beregning av g, 11, 72, ¢1 0g ¢2 95

71 er gitt ved:

m = \/ 77%5 + n%c (05)

Setter uttrykket for 714 fra ligning (C.3) og uttrykket for 7. fra ligning (C.4)
inn i ligning (C.5), og trekker sammen. Det gir:

W

m=3 <5760/21w4A% + 7205 03wt A7 + 192053w° cos yky A1 As
4

- 192a0a§’w3 cosvky A1 A3 — 9604004%(4)21{2141144

+ 4803w? sin Yk2 Ay Ay + 9ajw? A2 4 2402 apw? cos kg A1 Ag

- 24(10@%(12(4)3 cosvkysA1 A3 — 12a0a%w2k2A1A4

+ 603 apw? sinykI Ay Ay + 6403w k3 A2 4 64aisw? sinyk3 Ag As

- 6404004%(4)2/@%142143 + 804%042(4)2 sin ’y/{?ZAQAg — 32w cos 'yk:;rngA4
+ 64ad03w’kI A2 — 8apalasw? sin vk A2 + afw?k] A2

— 208 apw cos Yk As Ay + 3203w cos Yk A Ay + dadk; A3

N

— 8apan sinykj A3 + 16(1%1{:3‘/1421) (C.6)

@1 er gitt ved:
¢1 = arctan <%> (C.7)

Setter uttrykket for 714 fra ligning (C.3) og uttrykket for 7. fra ligning (C.4)
inn i ligning (C.7), og trekker sammen. Det gir:

(2404%14.)2 + 3a§w2)A1 + 8aow cos Yka Az — 8apaw cos YkaAs + (2&2 siny — 4ao) k‘iA4
¢1 = arctan

—8awsin yks Az + ( — 802w + 8apaswsin y — a%w) k4As + 202 cos vk3 Ay
(C.8)
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Beregner sé 1

1 2m 1 2m
Nos =— f(x(0))sin(20)dd = — f(x(0))2 cos 0 sin 6do
T Jo T Jo
2 (o7 3,3 e ~ 3 2 3 -2
=3 a( — 48 A  asw” cos” ysiny — 4Askyasw®(2 cos® v — 4 cos 7y sin 'y))
4
3
+ 6_Z (814104‘3(4)3(12 cos? ysiny — 8sin®v) — 4Askyadw? (16 cos ysin? v — 4 cos® 'y))
)
+ 6_Z ( — 48A 3w cos® ysiny — 4Askya3w? (2 cos® y — 4 cos y sin® 7))
T 2 3 g 2 2 . 2 2 .
+ g( — 124 107w’ siny — 16 Agkyasw” cos vy siny + 16 Agkgapasw? cos 7 sin vy

— 4A3ks02 agw? cos v — 2Asksal agw? cos v — 2A4k303w(2 cos? v — 2sin? 7))
+ % (16A2k4a§w2 cos ysiny — 16 Azkyapaiw? cos ysiny + 4Asksatasw? cosy

— 2A4k303w(—2 cos? v + 2sin? ,y))
T
4
1
=33 <A104§’w?’((:os2 ~siny(—60 + 72 — 60) — 48 sin®7)
1

+ Askyosw? ((—10 + 12 — 10) cos® y + (20 — 48 4 20) cos 7 sin? 7)

+ (4A4kzza0a2w siny — A4k‘za%w>>

— 24A10z%0z2w3 siny — 4A3k4a%a2w2 cos 7y + 16A4kzzaoa2w siny — 4A4kza%w>

Benytter sa at:

cos? ysiny + sin®y = (1 — sin? ) siny + sin® v = siny

cosysin2 v + cos® v = cos y(1 — cos? v) + cos® ¥ = cos7y

og far videre:

1
Ms =grw << — 48a3w3 siny — 2402 apw? sin 7) Ay
4
+ ( - 8k4a§’w2 cosy — 4k40z%0z2w2 cos 7) As

+ (16k§a0a2w siny — 4kia%w) A4>
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19s reduseres til slutt til:

1

=3 ( — 1205w3 siny — 6afasw? sin ’y) Ay

s =

+ < — 203w? cosy — atasw? cos fy) k4As

+ <4a0a2w siny — a%w) k2A4> (C.9)

Beregner sa 1y.:

1 2
Noe =— f(x(0)) cos(26)do

™ Jo

1 2

=— f(z(8))(cos® 6 — sin®9)dh
™ Jo

1 35 5

) 3
o —7T> (814104%(4)3(12 cos ysin? v — 3cos® v) + 4Asksadw? (11 cos? ysiny — 4sin® fy))

— — —> (8A1a§w3(3 cos® v — 12 cos ysin? y) — 443ksa5w?(11 cos® ysiny — 4 sin’ 7))

) (A2k4a1w — A3k4a0a1w - 2A4k4a0a2w cos ’y)
) (2A4k4a0a2w cos 'y) )

1
:8/<:3 <A1a2w ((30 —6—-6+ 30) cos® y + (24 + 24) cos 7y sin? 'y)

+ Asksaiw? (( — 15+ 11411 - 15) cos? ysiny + ( —4 - 4) sin® 'y)
+ 24A1a1a2w3 cosy — 4A3k4a%a2w2 sin

+ 4A2k4oz%w2 — 4A3k4a0a%w2 — 16A4k2a00z2w cos 7>
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Til slutt reduseres 7o, til:

1
e =53 <<12a§w3 cos 7y + 602 anw? cos ’y) A1 + afw’ky Ay
4

2

+ ( — 2a§’w2 siny — a%agw siny — aoa%uﬂ) kyAs

— dapoaw cos ’ykiA;;) (C.10)

79 er da gitt ved:

2 = \/ n%s + n%c (Cll)

Verdiene for ny5 og 19 blir ikke satt inn i ligning (C.11). Uttrykket for n, er
utelatt her.
P9 er gitt ved:

¢ = arctan (%) (C.12)

Setter uttrykket for 794 fra ligning (C.9) og uttrykket for no. fra ligning (C.10)
inn i ligning (C.12), og trekker sammen. Det gir:

(120{% + 6a%a2>w2 cosyA1 + a%wlmAg — (204% siny + a%ag sin~y + aoa%>wk4A3 — 4agas cos 'ykiA4

¢2 = arctan
( — 12ag — 6a%a2)w2 sinyA; + ( — 204% — a%ag)wcos vka Az + (4a0a2 siny — a%)ki/hl

(C.13)



Tillegg D

Beregning av |G(0)|, |G(jw)],
£G(jw), |G(j2)] og £G(j20)

Fra kapittel 2.6 er G(s) gitt ved ligning (2.48):

ya(s) —k
Gls) = ?j(p) . Tr(A)s4+ det(A) (D-1)

hvor s = jkw og k er et heltall avhengig av frekvens.

Konstantledd
For k = 0 blir ligning (D.1) redusert til:

k
G(0) = — det(‘* yy (D.2)
Da er:
GO = Fai (0.3)

Husk: det(A) > 0 og k4 > 0.

Forste harmoniske

|G(jw)| og ZG(jw) har vi regnet ut under analyse enkel modell i henholdsvis
ligning (3.13) og ligning (3.12).
. k.
G jw)| = - (D4)
\/(det(A) —w?)? + Tr?(A)w?
Tr(A)w
det(A) — w?

ZG(jw) = arctan (D.5)
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Andre harmoniske

|G(j2w)| og £ZG(j2w) beregnes ved & la s = j2w i ligning (D.1):

kg
—4w? — 2Tr(A)wj + det(A)
—ky
(det(A) — 4w?) — 2Tr(A)wj
—ka ((det(A) — 4w?) + 2Tr(A)wj)
((det(A) — 4w?) — 2Tr(A)wj) ((det(A) — 4w?) + 2Tr(A)wj)

G(j2w) =

B —ky(det(A) — 4w?) —2k4Tr(A)w )
T (det(A) — 42)2 + AT2(A)w? | (det(A) — 4w?)? + 4Tr2(A)w?”
(D.6)
Fasen til G(2jw) finnes ut fra ligning (D.6):
) 2Tr(A)w
- _anA)w D.
/G (2jw) = arctan det(4) = 42 (D.7)
(D.8)
Amplituden til G(2jw) finnes ogsa fra ligning (D.6):
. k
G(j2w)| = - (D.9)

V(det(A) — 4w?)? 4 4T (A)w?



Tillegg E
Beregning av ligninger

Ligningene E.1 til E.5 utgjor et ligningssett pa fem ligninger med fem ukjente,
Qp, O, (2, 77 08 W:

k‘4 @

det(A) ag =1 (B-1)
G(jw)| > =1 (E.2)
a1
o1+ LG(jw) =7 (E.3)
G(j2w)| 2 =1 (E.4)
(e%)
by + LG(j2w) =T + 7 (E.5)

hvor alle de ukjente inngar i alle fem ligningene.

Beregning av 1.ligning.

Setter uttrykket for 79 i ligning (C.1) inn i ligning (E.1) og samler alle leddene
pa ei side. Da blir fgrste ligning i ligningssettet:

0 = — dagk? det(A) + <6o¢%a2w3 cosyA; + (21{:40[%(.02 + 8]{:40[%(4)2)142
+ ( — 2kgapaiw? — 8kyapadw? + 3kiatanw? sin 7) A3> (E.6)

Beregning av 2.ligning.

Begynner med & opphgye ligning (E.2) i andre. Det gir:

2
Gjw) P =1 (E.7)
o7
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Setter s& inn m = \/ni, + ni, og far:

2 2
e+
G (jw)l? “a% e =1 (E.8)

Setter til slutt uttrykket for nys i ligning (C.3), uttrykket for 7. i lign-
ing (C.4) og uttrykket for |G(jw)| i ligning (D.4) inn i ligning (E.8) og
samler alle leddene pa ei side. Da blir andre ligning i ligningssettet:

0 =16k} <(det(A) - w2)2 + TrQ(A)wQ) + w? <5760/21w414%
+ 7203 03w A2 + 19203w3 cos Yky A1 Ay — 19209aiw® cos yky A1 Az
— 9603wk A Ay + 48a3w? sin vkI A1 Ay + 9atwt A2
+ 2404%042(4)3 cosvky A1 Ay — 2404004%042(4)3 cos yky A1 As
— 12a003w? k3 A1 Ay + 603 anw? sin vk3 Ay Ay + 6405w k3 A3
+ 6404%(4)2 sin ’yszzAg - 6404004%(4)2/@%142143 + 804%042(4)2 sin ’YszzAg
— 3200w cos Yk Ay Ay + 6400wk A2 — Sapad anw? sin ykI A3
+ afw?k2 A2 — 202 anw cos YkS A3 Ay + 3203 anw cos Y3 Az Ay

+ 403k AT — Sapag sin ykj A3 + 160[31{:2/1421) (E.9)

Beregning av 3.ligning.
Setter uttrykket for ¢; i ligning (C.8) og uttrykket for Z/G(jw) fra lign-
ing (D.5) inn i ligning (E.3). Det gir:

Me Tr(A)w

arctan — + arctan ———— = —7

Mis det(A) — w?

Bruker at arctan x 4+ arctany = arctan %, og far da:

ﬂ T‘I’(A)wQ
Ns det(A)—w?
arctan T TAw m

s det(A)—w?
Tar tan pa begge sider, og far:
Niec Tr(A)w
e T T2

1 __ Mc TI'(A)W
N1s det(A)—w?

=0 (E.10)

som er definert dersom:
me  Tr(A)w
s det(A) — w?

Tr(A)wnie # (det(A) — w?)n1s (E.11)
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Néar betingelsen i ligning (E.11) er oppfylt, reduseres ligning (E.10) til:

Tr(A)w Me

R e
det(A) —w? s

4
Tr(A)wns + (det(A) — w)ne =0 (E.12)

Setter uttrykket for 795 i ligning (C.3) og uttrykket for 7. i ligning (C.4)
inn i ligning (E.12) og samler alle leddene pé en side. Da blir tredje ligning
i ligningssettet:

Tr(A)wky < — 8apwsinyAg + < — 80z%w + 8agaaw siny — a%w) A3z + 29 cos 7k4A4>
+ (det(A) — w?) <<24oz§w2 + 30[%(4)2) A1 + 8asw cos yks A

— 8apaaw cos vkg Az + <2a2 sin~y — 4a0>k2A4> =0 (E.13)

Beregning av 4.ligning.

Ligning (E.4) blir staende uendret pa grunn av kompleksiteten. Fjerde ligning
i ligningssettet er:

G(j2w)| 2 =1 (E.14)
Qa2

Beregning av 5.ligning.

Setter uttrykket for ¢ i ligning (C.13) og uttrykket for ZG(j2w) fra lign-
ing (D.7) inn i ligning (E.5). Det gir:

2Tr(A)w M2c

arctan m =+ arctan <E> =1+ Y

Tty 2 .
T2y’ 08 far da:

Bruker igjen at arctan x 4+ arctany = arctan

QTI'(A)(U M2c
Jot(A)—12 T 7o
1— 2TI‘(A)LU N2c
det(A)—4w? 2

arctan =T+
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Tar tan pa begge sider, og far:

QTI'(A)W + 72¢
det(A)—4w? M tan
| A e 07
det(A)—4w? n2s
4
2Tr(A)w M2e 2Tr(A)w  m2c
S B ey — By
det(A) — 4w? + M2s any det(A) — 4w? nos an
Y
2Tr(A)wnzs + nac(det(A) — 4w?)  (det(A) — 4w?)mps tany — 2Tr(A)wie tan y
(det(A) — 4w?)nas B (det(A) — 4w?)nas
(E.15)
som er definert dersom:
(det(A) — 4w?)mos # 0 (E.16)

Néar betingelsen i ligning (E.16) er oppfylt, reduseres ligning (E.15) til:
2Tr(A)wns + noc(det(A) — 4w?) = (det(A) — 4w?)nos tan v — 2Tr(A)wng. tan y

Pa grunn av kompleksitet settes det ikke inn for 195 0g 12, men ved & samle
alle leddene pa ei side blir femte ligning i ligningssettet:

2Tr(A)w(nos + Mac tany) + (det(A) — 4w?)(12e + mastany) =0 (BE.17)



