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Sammendrag

Temaet for masteroppgaven er “Elementer i dynamisk teori for rentgendif-
fraksjon”. Oppgaven har utgangspunkt i C. G. Darwins to artikler fra 1914
og hatt som mal & ga igjennom disse pa en pedagogisk mate. Det er lagt
vekt pa a bruke dagens krystallografiske sprak for at det skal veere mulig a
sammenligne Darwins bidrag med andres arbeider innenfor dynamisk rgnt-
gendiffraksjon.

Oppgaven innledes med en gjennomgang av sentrale ord og begreper knyttet
til krystaller og rontgendiffraksjon. Dette gir grunnlaget for a forsta innholdet
i Darwins artikler.

Darwins fgrste artikkel er hovedsaklig en kinematisk teori for rgntgendiffrak-
sjon. Darwin var ikke forngyd med samsvaret mellom eksperimenter og teori
og kommer derfor med en oppfelgende artikkel samme aret.

Darwins andre artikkel er en dynamisk teori for rentgendiffraksjon. Darwin
beregnet forholdet mellom intensiteten til den totale spredte stralingen og
intensiteten til den innkommende stralingen. Han tok ikke hensyn til ab-
sorpsjon i planene og at planene kan veere skrastilte. Dette er inkludert i
masteroppgaven. Kurvene for intensitetsforholdet gir da et bedre samsvar
med observasjoner som er gjort. Masteroppgaven innholder ogsa matema-
tiske programmer gjort i Mathematica 8.0 som beregner intensitetsforholdet
mellom den innkommende stralen og den reflekterte.

Oppgaven avsluttes med en kort gjennomgang av Takagi teori og viser hvor-
dan man kommer fram til den generelle differentialligningen for amplituden
til forskyvningsfeltet. Denne ligningen kan studeres naermere og det kan lages
et programm i Mathematica 8.0 som framviser dispersjonsflater. Det kan ogsa
vises, at Takagi teori tilsvarer fundamentalteorien for perfekte krystaller.
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Forord

Rgntgendiffraksjon var et helt nytt fagomrade for meg fgr arbeidet med mas-
teroppgaven begynte. Det hadde ikke vaert mulig for meg a sette meg inn i
dette temaet uten god hjelp og veiledning fra Professor Gunnar Thorkildsen.
Tusen takk for all tiden du har satt av til oppstartsundervisning og veiled-
ning. Takk for at du oppriktig har brydd deg om bade min faglige utvikling
0g meg som person.

Jeg vil ogsa takke min kjeere mann Bjgrnar for hans stgtte og hjelpsomhet
gjennom hgsten. Og min sgnn Jonathan som har matte tegne pa ruteark og
lekt med kalkulatorer.

Tilslutt vil jeg takke trofaste barnevakter som har stilt opp pa kort varsel
med et smil!






Innledning

Denne masteroppgaven er den avsluttende oppgaven under studieprogram-
met “Master i realfag med teknologi - integrert lsererutdanningsprogram?”.
Temaet for oppgaven er: “Elementer i dynamisk teori for rontgendiffraksjon”
med tittel:

“Rontgendiffraksjon. Darwins dynamiske teori for
refleksjonsgeometri.”

Siden studietlgpet er et leererstudium, er det relevant a sette seg inn i et helt
nytt fagomrade og bearbeide dette til et pedagogisk dokument. Dette har
vaert et av hovedmalene for del [ og II i masteroppgaven. Masteroppgaven
skal kunne lese av en medstudent med samme bakgrunn, uten at studenten
trenger ektra informasjonsmateriale for a forsta innholdet.

Bagrunnen for masteroppgaven var a se pa Darwins to artikler fra 1914 og
oppdatere dem til dagens krystallografiske sprak. Disse artiklene har i det sis-
te fatt ny oppmerksomhet og mange tar utgangspunkt i dem for beregninger
innenfor rgntgendiffraksjon i krystaller.

Denne oppgaven vil forst gi en introduksjon til viktige elementer og begreper
innenfor dynamisk og kinematisk teori for rgntgendiffraksjon. Deretter vil
Darwin I og Darwin II bli ngye gjennomgatt. Darwins teori vil sa bli videre-
utviklet til ogsa a inkludere symmetrisk og asymmetrisk Bragg refleksjon med
absorpsjon. Det vil bli lagt vekt pa a vise forholdet mellom intensiteten til
den totale spredte stralingen og intensiteten til den innkommende stralingen
grafisk, ved a utvikle et program i Mathematica 8.0.

Del 1 av masteroppgaven er skrevet i samarbeid med Jofrid Hetland Johnsen.
Del 2 og del 3 er et selvstendig arbeid. For a finne aktuelle krystallparametre
har jeg brukt studiestedets programmer i Mathematica 8.0: notatbgker og
pakker for krystallografisk beregning. Disse vil ikke bli kommentert ytterli-
gere.
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Bildet pa framsiden er en krystall fra Sinai halvgya i Egypt og er kun ment
som et illustasjonsfoto.



Del 1

Sentrale elementer innen
rontgendiffraksjon

11






Kapittel 1

Grunnleggende definisjoner

I 1912 utledet von Laue (W. Friedrich & von Laue, 1912) en geometrisk
teori om diffraksjon i medier. Mediet bestod av atomer som var satt sammen
i et tredimensjonalt periodisk system. von Laue beregnet fgrst amplituden
til bglgen som ble spredt av ett atom og summerte sa opp bidragene fra
alle atomene. Han neglisjerte at bglgene som forplantet seg i mediet pavirket
hverandre. Ewald introduserte begrepet resiprokt gitter og den sakalte Ewald
kulen (Ewald, 1913), se avsnitt 1.3. W. H. Bragg og sgnnen W. L. Bragg ut-
forte en rekke diffraksjonseksperimenter med rgntgenstraling og kom fram til
Bragg relasjonen (Bragg, 1913), se avsnitt 1.3. I 1914 beregnet Darwin am-
plituden som blir diffraktert av ett enkelt plan av atomer og intensiteten dif-
fraktert av ett sett av gitterplan (Darwin, 1914a). Dette arbeidet blir omtalt
som Darwin I. Darwin sa for seg at en semiuendelig krystall var oppbygget
av suksessive plan parallelle med inngangsflaten. I dette arbeidet papekte
han ogsa begrensningen til den geometriske teorien: Energien er ikke bevart
(Authier, 2001, s. 5-6).

I sitt neste arbeid, omtalt som Darwin II (Darwin, 1914b), blir den gjen-
sidige vekselvirkningen mellom mediet og transmittert og reflektert straling
beskrevet. Dette formuleres ved ett sett av rekursjonsligninger. Teorien fra
Darwin II samsvarer med eksperimentelle resultat pa perfekte krystallsystem
og den klassifiseres som dynamisk: Multiple spredningsprosesser tas hensyn
til (Authier, 2006, s. 534).

Uavhengig av Darwin, publiserte Ewald sin dynamiske teorii 1916-1917 etter
mange ars arbeid. Han tok ogsa hensyn til vekselvirkningen mellom rgntgen-
stralene og mediet, men postulerte at krystallen hadde en periodisk sammen-
setning av dipoler. Hver dipol ble eksitert av den innkommende rgntgenstra-

13



14 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER

len og av feltet fra alle de andre dipolene. Denne teorien gav ogsa samsvar
med resultater fra eksperimenter for intensiteten til straler som var reflek-
tert og transmittert. Teorien til Ewald ble i 1931 modifisert av von Laue (von
Laue, 1931). Han viste at vekselvirkningene mellom bglgene og mediet kunne
beskrives ved a lgse Maxwells ligninger for et medium med en periodisk kom-
pleks dielektrisk susceptibilitet. Det er denne kombinasjonen av teorier, kjent
som Ewald- von Laues teori, som representerer den “klassiske” beskrivelsen
av diffraksjon i perfekte krystaller (Warren, 1990; Authier, 2006; Authier,
2001, s. 3-11).
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1.1 Krystaller

I en krystall er elektrontettheten periodisk. Dette kan matematisk uttrykkes
ved (Hammond, 2009):

p(r) = p(r+T) (1.1)

hvor r er en posisjonsvektor og T en translasjonsvektor gitt ved:

T=nia+nyb+nsc (1.2)

Translasjonssymmetrien utspennes ved de sakalte reelle gitterpunktene, nq,
ny og ns3. Basisvektorene, a, bogc, definerer en enhetscelle med volum lik
V. = (a x b) - c. Denne repeteres gjennom hele krystallen. Elektrontettheten
er identisk pa samme sted i hver enhetscelle. Lengden av basisvektoren angis
vanligvis i enheten Angstr@m, definert ved 1 A =107 m

En kan konstruere et sett av parallelle plan som skjeerer gjennom gitterpunkt-
ene. Disse planskarene kan ha flere mulige orienteringer, se figur 1.1(a). Hver
ny orientering svarer til et nytt gitterpunkt i det sakalte resiproke rom, se
figur 1.1(b). Avstanden mellom de reelle planene tilskrives symbolet dj,y;, hvor
settet av heltall, (h k1), angir hvilken planskare det refereres til.

101) 1]
§ - o [e] o o
\\\\\\\\ o
001
- ~ o o { o o
\\W\\\\\ v
5 \ — >
(001)
o o o o
o o o o
(102)
(a) Det reelle (direkte) rom (b) Det resiproke rom

Figur 1.1: T dette krystallsystemet er vinklene mellom basisvektorene 90°. (a) Gitter-
punktene er angitt med sirkler. De bla, rode og grgnne strekene illustrerer ulike planskarer.
(h k1) til de bla planene vil veere (001), rede planene (101) og grenne planene (102). (b)
De bla, réde og grgnne planskarene er representert ved resiproke gitterpunkt i henholdsvis
001,101 0g102.
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Vektoren

h=ha"+kb"+1ic* (1.3)

kalles en resiprok gittervektor. Lengden av denne vektoren er lik den inverse
avstanden mellom to nabo gitterplan i planskaren, |h| = 7. Prikkproduktet
av en translasjonsvektor og en resiproke gittervektor tilfredsstiller relasjonen
(Als-Nielsen and McMorrow, 2001, s. 13):

T - h = heltall

Siden elektrontettheten er en periodisk funksjon kan den uttrykkes ved en
Fourierrekke:

p(r) = % Z Fyexp(—2mih - r) (1.4)

hvor Fj, er strukturfaktoren. Denne uttrykkes da ved (Azéroff, 1968, s. 184):

F, = / p(r) exp(2mih - r) d°r
V.

/ Zp (r —r,) exp(2mih - ) d*r
V.

€ n

_ Z {/ u) exp(27h - u)d u| exp(2mwith - r,)
= Z fnexp(2mih - r,,) (1.5)

fn er atomformfaktoren (verdi for K = h), P elektrontettheten assosiert

med atom n og r,, er dette atomets posisjon i enhetscellen (Tilley, 2007; Aut-
hier, 2001, s. 60). Atomformfaktoren og strukturfaktoren er sentrale stgrrelser
i beskrivelsen av diffraksjon i krystaller.
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Rgntgenstralingen spres av elektronene i atomet. Spredningsevnen gker med
antall elektroner, det vil si med atomnummeret, Z. Spredningsevnen er knyt-
tet til atomformfaktoren som generelt er definert ved (Als-Nielsen and Mc-
Morrow, 2001, s. 11):

fn= /pgf”)(r) exp(2miK - 1)d’r (1.6)

K er spredningsvektoren definert pa side 22.

Ved ogsa a ta hensyn til at elektronene er “bundne” far vi en korreksjon:

fo=fa+ £+ if) (1.7)

hvor f0 tilsvarer den ordinzre atomformfaktoren, f, og f” er realdelen og
imaginaerdelen av det komplekse korreksjonsleddet (Tilley, 2007; Authier,
2001, s. 38) .
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1.2 Rgntgenstriling

Stralingen som treffer krystallen er i denne gjennomgangen rgntgenstraling.
Dette er elekromagnetiske bolger med bolgelengde i intervallet 0.1 — 100 A.
Figur 1.2 illustrerer stralingen oppfattet som plan- eller kulebglge.

(a) Planbglge (b) Kulebglge

Figur 1.2: Ilustrasjonene viser bglgefrontene til en planbglge og en kulebglge. Linjene
gar gjennom punkter pa beglgen som har samme fase. De tykkeste linjene viser bglgetopper
og smale linjer bglgedaler. Bglgevektoren, k, angir forplantningsretningen til bglgen, og
star vinkelrett pa bglgefrontene. Bglgelengden, A, er avstanden mellom de to neermeste
belgefrontene med samme fase. (b) En kilde (bla kule) sender ut en kulebplge som forplan-
ter seg i sirkler fra kilden. Dersom observasjonspunktet ligger langt fra kilden, vil bglgen

kunne approksimeres som en planbglge.

Bglgenes elektriske felt, E, pavirker elektriske ladninger slik at disse vibrerer.
En planbglge kan matematisk uttrykkes (Griffiths, 1989; Authier, 2001, s. 33):

E(r,t) = Egexp [2mi(vt — k - r)] (1.8)
For kulebglgen nyttes (Born and Wolf, 1980):

exp [2mi(vt — k R)]
R

E(R) x (1.9)
R er avstanden fra kilde til observasjonspunkt. Absoluttverdien til bglgevek-
toren |k| = k kalles bolgetallet og er lik den inverse bolgelengden, k = %
Frekvensen, v, angir antall svingninger per tidsenhet og er lik den inverse
perioden, v = % Sammenhengen mellom frekvensen og bglgetallet er gitt

av relasjonen v = ck, hvor ¢ er lyshastigheten i vakuum (Griffiths, 1989, s.
346-348).
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(a) Feltretning, Eg, parallelt med xz- (b) Feltretning, Eg, normalt pa zz-
planet planet

Figur 1.3: I illustrasjonene er spredningsplanet zz-planet (se avsnitt 1.3). Feltvektoren
E, star alltid normalt pa k (Griffiths 1989, s. 351, 357).

Bglgene kan vaere polarisert. Dette betegner at feltretningen, Eg, er orientert
i forhold til et gitt plan, for eksempel spredningsplanet. I spredningssam-
menheng gir dette opphav til en polarisasjonsfaktor, C'. I denne oppgaven vil
retningen vaere parallell med spredningsplanet (figur 1.3(a)) eller sta vinkel-
rett pa dette (figur 1.3(b)) (Authier, 2001, s. 118-119).

For en grundigere gjennomgang av elektromagnetisk straling der det tilhgr-
ende magnetfeltet ogsa omtales, se Griffiths (1989) kapittel 8.
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1.3 Diffraksjonsgeometri

von Laues interferensligninger

von Laues interferensligninger tar utgangspunkt i en enkel krystall hvor ato-
mene er spredere. Disse er plassert i gitterpunktene i det reelle rom. Vi skal
forst se pa atomene langs a. For a fa konstruktiv interferens ma veiforskjellen,
(AB — CD), veere lik et helt antall belgelengder (se figur 1.4):

AB — CD = a(cos ap — cos ) = hA (1.10)

),

Figur 1.4: (a) Veiforskjellen mellom diffrakterte straler fra atomene i to nabopunkt er
lik (AB — CD). (b) Veiforskjellen gitt ved vektornotasjon: a - (sp — so).

Ligning (1.10) kan formuleres med vektorer ved & la sy, vaere en enhetsvektor
langs de reflekterte stralene og s, vaere en enhetsvektor langs de innkommen-
de (se figur 1.4(b)). Veiforskjellen blir da a-s, —a-s, =a- (s, —S,) 0g en
har:

a(cosap — cos ) = a- (Sp — So) = hA (1.11)

Ligning (1.11) er den forste av von Laues interferensligninger. Pa tilsvarende
mate finner vi ligningene for a fa konstruktiv interferens i b-retning og c-
retning:

b(cos B — cos fo) =b - (sp —S,) = kA (1.12)
c(cosyn — €o87Yo) =€ (Sh — So) = I\ (1.13)

For a fa konstruktiv interferens fra det tredimensjonale atomgitteret, ma alle
ligningene veere oppfylt samtidig (Hammond, 2009, s. 193-195).
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Braggs lov

I 1913 fant W. H. Bragg og sgnnen W. L. Bragg en sammenheng som gir
betingelsen for konstruktiv interferens (Authier, 2001, s. 6). Utgangspunktet
var hypotesen om spredning fra gitterplan.

z K,
0, 0,
':‘ D) ko
y k,
dy, ¢
B Kk,
=

Figur 1.5: I det gitte kartesiske koordinatsystemet er to gitterplan tegnet inn parallelle
med zy-planet. De innkommende stralene (rgde) har bglgevektor ko, = 52 og de reflekterte
stralene (bla) har bglgevektor ky, = 2&. Bade innkommende og reflekterte straler danner
Bragg vinkelen, 0p, med planene. Avstanden mellom planene er gitt som dpg;-

For konstruktiv interferens, ma veiforskjellen, (AB + BC'), veere lik et helt
antall bolgelengder, n\. Det gir sammenhengen (Bragg, 1913):

thkl sin@B =nA (114)

Siden bade planavstand og bolgelengde er konstante stgrrelser, er det vinkel-
en som “bestemmer” nar konstruktiv interferens oppstar. Derfor har denne
vinklen fatt navnet Bragg vinkelen, med notasjon 6 (Giacovazzo, 2011, s.
172).
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Ewalds konstruksjon

Ewald introduserte i 1913 Ewald kulen, i det resiproke rom, for a beskri-
ve spredningsgeometrien knyttet til bolgeforplantning i krystaller (Authier,
2001, s. 6).

Figur 1.6: Krystallen er representert ved et punktgitter i det resiproke rom. Den grgnne
sirkelen er Ewald kulen. Den innkommende bglgen, k,, har sitt endepunkt i gitterets origo.
Den spredte bglgen, ky,, har endepunkt i det resiproke gitterpunktet H, som ogsa skal ligge
pa Ewald kulen. Dette er en forutsetning for konstruktiv interferens. Spredningsvektoren,
K = ky — ko, ma da svare til en resiprok gittervektor, h. Vinkelen mellom k, og ky, kalles
spredningsvinkelen og det er vanlig & betegne den som 20 = 20p.

Spredningen er elastisk, |ko| = |kn| og |ko| er radien i Ewald kulen (Ewald,
1913; Authier, 2001, s. 48). Spredningsplanet defineres gjerne som planet k,
og ky utspenner.

Nar origo og et vilkarlig annet resiprokt gitterpunkt ligger pa Ewald kulen,
omtales dette som en tostralesituasjon (Authier, 2001, s. 118). Krystallen kan
roteres relativt kulen slik at andre gitterpunkter kan plasseres pa kuleskallet
(Giacovazzo, 2011, s. 172).

Det folger fra figur 1.6 at fglgende sammenheng ma vaere oppfylt:

2k, -h+|h|* =0 (1.15)

Ligningen tilsvarer Braggs lov.
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1.4 Elektromagnetisk vekselvirkning
Elektrisk dipolmoment

En fysisk elektrisk dipol bestar av to like ladninger, en negativ og en positiv,
separert av en gitt avstand (Griffiths, 1989, s. 145). En enkel modell for en
oscillerende elektrisk dipol er vist i figur 1.7. Systemet bestar av et elektron
som kan forflytte seg langs z-aksen som funksjon av tiden ¢. Den positive lad-
ningen er fiksert i origo. Systemet har da en asymmetrisk ladningsfordeling.
Det elektriske dipolmomentet er gitt ved:

p(t) = —ez(t) (1.16)
Et ytre tidsavhengig elektrisk felt, E = Ezl%, uttrykt ved
E.(t) = Eyexp(2mivt) (1.17)

far elektronet til a oscillere langs z-aksen med samme frekvens, v.

Z A

Figur 1.7: Figuren viser en enkel modell for en oscillerende dipol.

Elektronets posisjon pa z-aksen vil veere bestemt av en klassisk analyse basert
pa Newtons 2. lov. Elektronet med masse m, erfarer “fjeerkraft” og “demp-
ningskraft” relativt origo, kodet inn i parametrene vy og 7o.
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e 1
t) = E.(t
2(t) 4m?m, (V2 — 12) — iyov *)
¢ (v* —15)vg — (wv)* | YoV
A2 12 2 0220 s Tl e 7 | B=(1)
Am?*mey (v* = v5)* + (ov) (v* = v5)? + (ov)
(1.18)
Uttrykt ved den klassiske elektronradien,
2
e
= ———— 1.19
" 4megm,c? ( )
kan det elektriske dipolmomentet skrives som:
€oTe N> (2 =) — (yov)? . Yo
p(t) = — 1+ 2 02 20 2 2 22 2 E-(t)
m (v* —15)* + (9ov) (v* = 15)* + (ov)
(1.20)

Permittiviteten i vakuum er gitt ved symbolet ¢;. For et mangeelektronsys-
tem, atom, summeres ligning (1.20) med hensyn pa atomets virtuelle oscil-
latorer, j. Vi far da aktuell atomformfaktor inkludert korreksjon. g, kalles
oscillatorstyrke (Azaroff, 1968, s. 167) (Als-Nielsen and McMorrow, 2001, s.
238-239).

E (v =)} = (v)? Q%
11+ J/°J ) J _ (0) i , i "

(1.21)

Elektrisk polarisasjon

Fra ligning (1.20) folger det at atomet har et dipolmoment, p, i samme retning
som E og proporsjonalt med E. Den elektriske polarisasjonen, P, er definert
som dipolmoment per volumenhet. P er proporsjonal med det elektriske feltet
uttrykt ved sammenhengen:

P =¢x.E (1.22)
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hvor x. er den dielektriske susceptibiliteten til mediet. E er det totale elek-
triske feltet med bidrag bade fra materialet og det ytre feltet (Griffiths, 1989,
s. 158-164, 175-176).

Den dielektiske susceptibiliteten er en materialparameter. Definisjonen av pa-
rameteren er gitt ved den elektriske polarisasjonen i mediet (ligning (1.22)),
men den kan ogsa uttrykkes ved elektrontettheten, atomformfaktoren og
strukturfaktoren. N, er antall elektroner i atom n (Authier, 2001, s. 36-37):

Xe(r) = — Ti:\2 Z(S(I‘ — 1) f,

_rep(r)N? )>\2

T
T

=-— > Fnexp(—2mih ) (1.23)
¢ h

Forskyvningsfelt og brytningsindeks
Krystallen betraktes som et dielektrisk medium uten frie ladninger eller

strommer. For & beskrive dens elektriske egenskaper introduseres en ny stor-
relse, forskyvningsfeltet D (Authier, 2001, s. 28):

D= EoE +P = 60(1 + Xe)E (124)

Maxwells ligninger kan na uttrykkes ved (Griffiths, 1989, s. 311):

V-D=0 (1.25a)
V-B=0 (1.25b)
0B
E=— 1.2

V X 5 (1.25¢)
1 oD
- B=_"— 1.25d
MOV X 5 (1.25d)

to er permeabiliteten i vakuum og B er den magnetiske flukstettheten.
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Nar en lar den dielektriske susceptibiliteten, y., veere representert ved sin
gjennomsnittlige verdi, xo, vil forskyvningsfeltet, D, tilfredsstille bolgelig-
ningen:

D 1 90°D

V2D = 1 =
6Olu(]( + XO) 8t2 ’U2 8t2

(1.26)

hvor v er lysets hastighet i mediet.

Brytningsindeksen, n, er videre gitt ved:

c
nz;:\/lthO (1.27)

Siden xo < 1 kan brytningsindeksen skrives som (Authier, 2001, s. 41):

X0

7’6)\2F0
= 1- 1.29
oV (1.29)

Elektrisk dipolstraling

Et elektrisk dipolmoment som varierer med tiden, vil produsere elektromag-
netiske bglger. Disse kan observeres i stor avstand fra dipolen og omtales som
elektrisk dipolstraling. Det elektriske feltet, E, knyttet til denne stralingen
kan bestemmes fra den elektriske Hertz vektoren, Il.. Il er gitt av mediets
polarisasjon, P, gjennom

011

VL, — eopip—— = —P 1.30
€ofto o2 ( )
og E kan bestemmes fra:
1 o011,
E=—-V(V- IL) — po—> 1.31
€ ( ) Ho o2 ( )

For en fullstendig utledning av Hertz vektoren og den elektriske feltvektoren,
se Authier (2001) side 32.
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For et fritt elektron lokalisert i origo, kan polarisasjon uttrykkes ved:

P(r,t) = pyexp (2mivt)o(r) (1.32)

med p, = —%EO (se ligning (1.20)). Dette gir opphav til det elektriske
feltet (Authier, 2001, s. 36):

E(r,t) = — By (r, C) 22 W(:t mLADII (1.33)

S>>

() 4

Po

Figur 1.8: En kulebglge som brer seg radielt utover med observasjonsretning r, dipol-
orientering p, og feltretning n. Alle er vektorer i xz-planet.

Enhetsvektoren, n, som gir feltretningen, ligger i planet utspent av p, og
observasjonsretningen r og star vinkelrett pa r. Polarisasjonsfaktoren, C', er
gitt ved:

.~ Po
C=n —L (1.34)
|Po|
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1.5 Kinematisk teori

Den forste og enkleste teorien bade Darwin (Darwin, 1914a), Ewald (Ewald,
1913) og von Laue (von Laue, 1912) introduserte hver for seg, betegnes som
kinematisk eller geometrisk diffraksjonsteori. I den kinematiske teorien legger
en til grunn at den innkommende bglgen er upavirket av spredningsprosessen
i planene. Det vil si at alle plan erfarer samme amplitude av innkommende
belge (Authier, 2001, s. 5-6).

N/SIILT

2

Y
v
\
\/

\

(a) Vekselvirkning mellom planbglger (b) Vekselvirkning mellom planbgl-
og spredere i plan ger og spreder

Figur 1.9: a) Den innkommende stralen (rgd) er uendret (amplituden er den samme)
gjennom planene. De spredte bplgene (bla) er de som den innkomne bglgen gir opphav til.
b) Den innkommende planbglgen (rgd) pavirker dipolene slik at de sender ut kulebglger

(bla). Disse interfererer ikke med hverandre.

Standard formulering av kinematisk teori, Warren (1990) kapittel 3, legger
til grunn en innkommende planbglge.

E, = E,exp (—2mik, - 1)

Tidsfaktoren exp (2mivt) og feltenes vektornatur tas ikke eksplisitt med i
uttrykkene her.

Videre er sprederne (elektronene) lokalisert i posisjoner gitt ved vektorene r,,.
Den resulterende amplituden i observasjonspunktet til den spredte bolgen,
fra dette systemet av spredere, er da gitt ved superposisjon:

exp (—2mikR)

Eh = —EO(’I"GO) R

Z exp (2mi K - r,) (1.35)
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Observasjonspunktet er i en avstand R fra origo i en retning spesifisert ved
bolgevektoren ky,. K = ky, — k,, er spredningsvektoren definert i avsnitt 1.3.

Krystallgitterets periodisitet, avsnitt 1.1, medferer at summen ) i ligning
(1.35) méa inkludere summen over tillatte translasjonsvektorer T. Ved & de-
finere funksjonen F(K), systemets spredningsamplitude,

F(K) = Zexp (2mi K - T)

folger det at:

F(K)=) exp2miK-T)

= Z exp(2miK, nia) Z exp(2miKynqb) Z exp(2mi K, nsc)

ni n2 n3
_sin(m N1 Kpa) sin(mNoKyb) sin(mN3Kc)
~ sin(rK,a)  sin(rK,b)  sin(rK.c)

(1.36)

der Ny, Ny og N3 angir antall celler krystallen er bygget opp av. F/(K = H)
tilsvarer Fy, strukturfaktoren. Intensiteten til spredt straling, I(K), vil veere
proporsjonal med |F(K)|?. Da har en at:

sin?(m Ny K,a) sin®(mNoK,b) sin®(mN3K,c)
sin?(mK,a) sin?(m K,b) sin? (7K ,c)

I(K) o (1.37)

Ligning (1.37) blir kalt for von Laues interferensfunksjon (Azaroff, 1968, s.

186-193).

Summen i ligning (1.35) kan generelt erstattes med et integral

Z exp(2miK - r,) = /p(r) exp (2mi K - r)d®r

der p(r) er elektrontettheten. Ved & nytte ligning (1.4) folger det at:

F
Z exp (2miK - r,) = Z Vh /exp (2mi K - h)d*r
n h ¢ Jv
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Integrasjonen skjer over krystallens volum, v. Som for von Laues interferens-
funksjon, vil en ha et endelig bidrag bare nar K ~ h (Braggs lov er oppfylt).
Det folger videre at for spredt intensitet gjelder:

[(K) — ]h X |Fh|2

Dette er et ngkkelresultat for kinematisk teori.



1.6. DYNAMISK TEORI 31

1.6 Dynamisk teori

Det var Ewald som introduserte begrepet dynamisk teori, da han presen-
terte arbeidet sitt. Bade Darwin, Ewald og von Laue kom frem til at den
kinematiske teorien ikke var fullstendig nok i forhold til energibevaring. Den
dynamiske teorien tar derfor hensyn til at bolgene erfarer multiple spred-
ningsprosesser i mediet (Warren, 1990, s. 315).

Darwins dynamiske teori

Darwins dynamiske teori (Darwin, 1914b) tar hensyn til at de reflekterte og
transmitterte stralene kan spres “pa nytt”, i hvert gitterplan gjennom kry-
stallen (Authier, 2006, s. 534).

Reflekterte/diffrakterte straler

N /ST
R TAVAVAVAVAVAV
R AVAVAVAVAVAN
R AVAVAVAVA
\YAVAVAVA
NERYAVAVAY
V\/\
WA

Transmitterte straler

Figur 1.10: Dynamisk teori: Den innkommende stralen (rgd) blir svekket av refleksjon
i planene. De reflekterte bolgene (bla) spres pa nytt i planene og blir svekket pd samme

mate som den innkommende stralen.

Amplituder og faser for bglgene er knyttet sammen over hvert gitterplan.
Dette gir et sett av rekursjonsligninger som er temaet for oppgaven i del II.

Ewald og von Laues dynamiske teori

I likhet med Darwins arbeid, gav ogsa Ewalds teori som resultat, at inte-
grert intensitet til reflektert strale er proporsjonal med absoluttverdien av
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strukturfaktoren (Ewald, 1925):

Ewalds teori har vist seg a ha et bredere anvendelsesomrade enn Darwins.
Det viktigste er postulatet av et bglgefelt: Det elektriske feltet inne i krystal-
len ved likevekt kan uttrykkes som en sum av planbglger. Bolgevektorene til
planbglgene er relatert ved de resiproke gittervektorene (Ewald, 1913; Dar-
win, 1914b; Authier, 2001, s. 11):

E = E, exp(—27ik, - r) + E, exp(—2miky, - r) + ... (1.39)

[ motsetning til Ewalds teori som er pa mikroskopisk niva, er von Laues
makroskopisk (von Laue, 1931). Det vil si at den tar utgangspunkt i Maxwells
ligninger. Ewald sa pa individuelle dipoler, mens Laues dynamiske teori tok
utgangspunkt i den dielektriske susceptibiliteten til mediet som erfarer rgnt-
genstraling (Authier, 2001, s. 14).

Forskyvningsfeltet til en elektromagnetisk bglge i et medium med en konti-
nuerlig dielektrisk susceptibilitet, . tilfredstiller bglgeligningen:

1 9°D

VXVXx(1l=x)D=—-—5—— 1.40
XV X (1=x)D =~ (1.40)

Hvor D(r,t) svarer til Ewalds bglgefelt
D(r,t) = » D,e’m ko) (1.41)

g9

og den dielektriske susceptibiliteten er:
Xe(r) = xpe™mr (1.42)

h

I den sakalte fundamentalteorien handteres amplitudene Dy, ligning (1.41),
som posisjonsuavhengige. Ligning (1.40) omformes da til et egenverdipro-
blem knyttet til bglgevektorenes felles utgangspunkt. Lgsningene gir sakalte
dispersjonsflater. Egenverdiproblemets egenvektorer gir bglgekomponentenes
amplituder.
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I teorien utviklet av Takagi forst i 1962 og med flere detaljer i 1969, er
amplitudene posisjonsavhengige, men bglgevektorne bestemmes ved midlere
refraksjon alene. Likning (1.40) gir da et sett av koblede partielle differen-
sialligninger for amplitudene (Takagi, 1962; Takagi, 1969).

Wagenfeld (1986) har vist at Ewald og von Laues teori er ekvivalente (Wa-
genfeld, 1968).
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Kapittel 2

Darwin I: Innfgring 1 notasjon og
begrep

Den forste artikkelen til Darwin bygger pa von Laues ligninger (avsnitt 1.3)
som beskriver interferens av rgntgenstraler i krystaller. Fra disse ligningene
kan en utlede nar konstruktiv interferens inntreffer, men de gir ikke intensi-
teten ved dette maksimumet. Pa Darwins tid var det begrensninger innenfor
de eksperimentelle rammebetingelsene. Han mente derfor at det var essen-
sielt & benytte kulebglger for modellering av rgntgenstraler. Darwin bruker
ogsa Braggs teori (avsnitt 1.3) ved & betrakte diffraksjonsfenomenet som en
konsekvens av refleksjon i parallelle plan av atomer. Han legger til grunn at
disse planene ogsa er parallelle til krystallens overflate, noe som forenkler de
geometriske betraktningene (Darwin, 1914a, s. 315).

For Darwin tok fatt pa utledningen av teorien la han fram hvilke antagelser
som la til grunn. Han antok forst at rgntgenstralefenomenet er en gren av
optisk teori som omfatter diffraksjon og dispersjon. Videre antok han at rgnt-
genstralene adlyder lovene i den elektromagnetiske teori og at amplituden til
en belge som passerer gjennom et materie reduseres eksponensielt (Darwin,
1914a, s. 315).

35
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2.1 Beregninger for et enkelt plan

2.1.1 Bpglge spredt av et plan

En innkommende strale, A; blir modellert som en kulebglge. Ligningen for
bglgen har da fglgende form nar en bruker vanlig krystallografisk notasjon
for faseleddet:

A — Aoexp[Qm(VRt —kR)]

(2.1)

Ay er amplituden, v frekvensen, ¢ tiden, k belgetallet i vakuum og R av-
standen fra kilden og ned til krystallen i zz-planet (se figur 2.1). % er gitt
symbolet Ag hos Warren (1990). Aktuell sammenheng mellom dimensjonene
blir [Ag] = [A;] x m. Ved & bruke skrivematen i ligning (2.1) kan en se at
bolgens amplitude blir redusert jo lenger bort fra kilden en kommer. Det
antas at stralekilden har en gitt utstrekning slik at & > 0 og ligningen kan

derfor ikke divergere.

Fra figur 2.1 kan en tenke seg en spreder, i form av en dipol, plassert i origo.
Sprederen vil i praksis veere et atom som genererer spredt straling tilsvarende
en kulebglge. Bidragene fra alle atomene i xy-planet summeres. Tettheten av
spredere i planet er stor og de antas a vaere av samme type. Summen kan
erstattes med et integral siden fasen varierer lite mellom naboatomer. Den
totale reflekterte bolgen fra et gitt arealelement, (d€ dn), vil veere beskrevet
ved ligningen:

l exp{2mi[vt — k(\@| + |Cﬁm}

d?A, = Ay F(20,k)Nd
o f(20,k) N dp R —R)

dédn  (2.2)

f(20, k) omtales som spredningslengden for spredning av rentgenstraling for
en vinkel 26. Spredningslengden er et mal for styrken pa vekselvirkningen
mellom spreder og eksisterende bglge. Darwin antok at en kan bruke en gjen-
nomsnittsverdi for denne vekselvirkningen. N er antall spredere per volumen-
het i krystallen og dpx; er avstanden mellom de parallelle planene. Produktet
Ndpy; blir da antall spredere per arealenhet. For en vilkarlig posisjon, @, i
planet er veilengden, kilde - detektor, lik Re, + ¢, = [KQ| + |QP], se figur
2.1.
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K

/
/
/
K ~
0/
0

Figur 2.1: En stralekilde er plassert i K og sender ut en strale som treffer origo, O. Stralen

blir reflektert til P, bade K, O og P ligger i zz-planet, spredningsplanet. Punktene Ky og
Py er symmetrisk plassert i forhold til K og P. Avstanden fra K til Py, og fra P til Ky er

lik p . En alternativ vei for stralen er a “treffe” et punkt, @, i xy-planet, og bli reflektert

til P. zy-planet er et vilkarlig, semiuendelig Bragg plan i krystallen og geometrien er

valgt pa en slik mate at R + r er den korteste veien mellom K, xy-planet og P. Vinkelen
mellom den innkommende stralen og planet er lik vinkelen til den reflekterte stralen.
Krystalloveflaten er parallell med zy-planet, slik at den reflekterte bolgen vil falle pa den
samme krystalloverflaten som den innkommende bglgen. (Figuren er gjengitt fritt etter
Warren 1990, s. 316).

Matematiske detaljer:

For a finne |@| + |Q?| i ligning (2.2) kan en bruke folgende fremgangs-
mate:

[@:ﬁjLO@:(Rcos@i—RsinHl%)—i—(&ijLnj)

9 0 242
|m|:\/(RCOSQ—I—f)Q—l—nz—FRQSinzé’zR\/l—l- 52)8 +§}‘;7Z
En bruker videre at rekkeutviklingen av v1+2 = 1+ jz — 2% + ...

og antar at £ og n er sma sammenlignet med R. Tar med ledd til andre
orden og far:

£2sin?60  n?
KQ| ~ > " 7
| (§| R+ & cosf + ¥ +2R
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Q? 0P — Oﬁ [(p— R) cosOi+ (p—R) sinfk] — (Ei+1))

P4 tilsvarende mate som for \@| finnes \Cﬁ|

|Q?| = \/[(p—R) cos — &2+ 12+ (p— R)? sin® 0

£2 sin? 0 N n?
20— R)  2(p—R)
Den totale veilengden kan da uttrykkes som:

KGQI+1QP = p+ 5 s ( N

[ sin utledning bruker Darwin Fresnel integraler (Warren, 1990, s. 318) for
a bestemme et uttrykk for den reflekterte bglgen. Det aktuelle integralet
fremkommer na ved bruk av standard programvare (Mathematica 8.0):

~(p—R)—¢cosf+

(€% sin? 6 + 1)

o

™

/ exp(—iar?)dr = ()2 exp(~i T)

—0o0

Ved & bruke dette pa ligning (2.2) finner en den reflekterte bolgen fra et
uendelig stort plan som:

A= |[[aa
B _~ exp[2mi (vt — k p)] p
= AO P f(29, k‘) Ndhkl 7R(p — R) X
jjexp [ m )(5 sin? 0 + n?) | dédn
— (26, k) li:vsﬁké exp (—ig) J, Zxpl2m (;t —kp) (2.3)

Av denne ligningen kan en se at den reflekterte belgen vil ha et faseskifte pa
5 1 forhold til den innkommende bglgen. Det medfgrer at en strale som blir
reflektert to ganger er i motfase med den innkommende stralen. Dette svarer

til destruktiv interferens.
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2.1.2 Refleksjonskoeffisient

Darwin introduserer na storrelsen refleksjonskoeffisient, —iq , ut fra ligning
(2.3). Refleksjonskoeffisienten forteller hvor stor del av den innkommende
bglgen som blir reflektert:

_ N dppi, T
—iq = f(20,k) pp— exp ( 12) (2.4)
Den reflekterte belgen i ligning (2.3) vil da vaere gitt pa folgende form:
~ 2mi (vt —k
A, = —igq A, exp [2mi (vt — k p)] (2.5)

p

Oversettelsesskjema for symboler

Spredningslengden tilknyttet vekselvirkningen mellom rgntgenstraling og et
atom er vanligvis gitt som (Authier, 2001):

f(20,k) — —r. f(20,k)C

re er den klassiske elektronradien. f(26, k) er atomformfaktoren for rontgen-
straling. Ved foroverspredning er den lik Z, antall elektroner assosiert med
det gitte atomet. C' er polarisasjonsfaktoren. I en standard tostralesitua-
sjon (avsnitt 1.3) er den lik cos 26 nar den innkommende bglgens elektriske
feltvektor ligger i spredningsplanet og lik 1 nar den innkommende bglgens
elektriske feltvektor star vinkelrett pa spredningsplanet (avsnitt 1.2). Det-
te gir refleksjonskoeffisienten pa tilsvarende form som Borie (1967) utleder.
Dimensjonsanalyse indikerer videre at en kan identifisere

’f’eCFh

C

N f(20,k) — (2.6)

med Fy, lik den aktuelle strukturfaktoren og V. lik volumet til enhetscellen.
I denne overgangen er det enhetscellen, som kan inneholde ulike atomtyper,
som blir den sentrale spredende enhet. Ved a erstatte avstanden mellom pla-
nene, dnr;, med den inverse absoluttverdien av den resiproke gittervektoren
|h| (se avsnitt 1.1) og bruke at k = %, finner en at Darwins refleksjonskoeffi-
sient kan uttrykkes ved:
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Ar, C

AT (2.7)

—ig
Nar denne definisjonen tas med, blir ¢ generelt kompleks. Refleksjonskoef-

fisienten er av stgrrelsesorden 107°. Det vil si at det bare er rundt 0.01%0 av
den innkommende stralen som blir reflektert av planet.

’ v
9§ e
i S
| X
v
Figur 2.2: Viser sammenhengen mellom planavstand, dpx = ‘—}11|, veilengde, A, og spred-

ningsvinkel 6.

Fra figur 2.2 kan en se at aktuell sammenheng mellom stgrrelsene er:

N=——
|h|sin 6
Refleksjonskoeffisienten kan da uttrykkes:

Ar.CA

—iqg =1 —— Fj 2.8
iq=1 7 h (2.8)
hvor stgrrelsen
Ar, C
—iKk =1 B 2.9
i =i —— Fi (2.9)

er spredningsevnen per lengdeenhet.
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2.1.3 Brytningsindeks

Vi skal na se pa bglger som transmitteres gjennom et plan. Refleksjonen i
planene antas her som neglisjerbar (se figur 2.3). Transmisjonskoeffisienten
svarer til refleksjonskoeffisienten der atomformfaktoren f(260,%k) — f(0,k).
Transmisjonskoeffisienten betegnes som —iqy og den transmitterte bolgen fra
plan s = 0 kan skrives slik:

~ exp[2mi(vt — kR)] - exp[2mi(vt — kR)]

AW = 4, 0 — igoAg - (2.10)

Det fgrste leddet beskriver den opprinnelige bglgen fra kilden pa plan s =0
i krystallen og det siste leddet er tillegget pa grunn av spredning i planet.
Ved a anta at g er liten og bruke approksimasjonen:

e M0 ~ 1 — g (2.11)

Blir uttrykket for bglgen na:

o~ exp2mi(vt — kR ~ exp|2mi(vt — kR) — i

- 7 (2.12)

0
TN\ [ du
3

Figur 2.3: Foroverspredning: Den rgde linjen beskriver den innkommende stralen som
blir svekket av absorpsjon og pa grunn av multippel spredning i foroverretning. dpy; angir

planavstanden.

I denne beskrivelsen av bglgen er det i utgangspunktet ikke tatt hensyn til
absorpsjon i planet og Darwin tilfgyer derfor en dempningsfaktor b. Siden qq
her er antatt reell blir b handtert for seg. Dette er en konsekvens av at qg i
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praksis er kompleks og folgelig har en imaginaerdel. En annen mate & innfgre
absorpsjon pa er ved a multiplisere bglgen med (1 —b—igy) (Darwin, 1914b,
s. 678)). Den transmitterte bplgen kan na skrives som:

exp[2mi(vt — kR) — iqo)
R

AY = Agb (2.13)

Dette gjelder for plan s = 0. Nar den transmitterte bglgen fra plan s = 0,
treffer det neste planet, vil den bli spredt pa ny. Noe blir ogsa absorbert o
det ma derfor tas hensyn til absorpsjon. Dette gjgres ved a multiplisere A§°
med b og ta med tillegget fra den spredte bglgen fra plan s = 1. Denne vil
ogsa bli dempet i plan s = 1. Den transmitterte bglgen fra dette planet blir

da:

AD Z [ (1 — igp) AgpSR L2Vt = (R + dya cse O)]}

R
_quAObexp {2mi[vt — k;{R + dpcscO)]} ] b (2.14)
wexp {2mi[vt — k(R + dpg csc 0)] — 2igo}

~ Aob

R

dpricsc O er den ekstra lengden den innkommende stralen ma ga fra plan
s =0 til plan s = 1. Fordi dy; csc @ < R er nevneren tilnsermet konstant lik

R.

Ved a gjore tilsvarende beregninger for de neste planene finner vi at ligningen
for den transmitterte bglgen fra plan s blir:

po+1 EXP {2mi[vt — k(R + sdpiicsc )] — (s + 1)igo}
0

AP = A -

(2.15)

Intensiteten til den transmitterte bglgen er proporsjonal med kvadratet av
amplituden. Absorpsjonskoeffisienten definert pa intensitetsniva er derfor:

b = exp(—puly) = b* = exp(—pudpx csc ) (2.16)

Her er veilengden gjennom krystallen gitt ved Iy = jdpx cscf og p er den
linexere absorpsjonskoeffisienten. j er totalt antall plan i krystallen.
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Telleren i ligning (2.15) kalles for fasefaktoren og kan na ved utgangen av
krystallen, skrives som:

exp {2mi[vt — k(R + jdpr csc0)] —iqoj}

lpsin @
=exp {2mi[vt — k(R + ly)] — iqo 0> }
dhkl
B o o o Sin 6
=exp[2mi(vt — kR)| exp[—2mikly(1 + 727dehkl)]

Viser altsa her at bolgetallet til bglgen i krystallen har forandret seg i forhold
til i vakuum. Darwin definerte denne forandringen som brytningsindeksen til
krystallen:

qo sin 6
=1 2.17
" + 27Tk‘dhkl ( )
som tilsvarer ligning (1.29):
A7,
=1- F
" 27V, 0
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2.2 Beregninger for flere plan

2.2.1 Resultantamplitude

Ved a kjenne refleksjonskoeffisienten for refleksjon fra plan og brytningsin-
deksen til mediet, kan en na ga videre og summere bglgene reflektert fra
flere plan. En kan da bestemme amplituden til den totalt diffrakterte bglgen,
resultantamplituden Aj.

Figur 2.4: Tverrsnitt av plan 0, 1,..., s,..., j. Stralekilden er plassert i K og detektoren
er plassert i P. For & gjgre geometrien enklere er K og P plassert symmetrisk i forhold til
midtnormalen gjennom Og, O, ..., O, ..., der stralene fra K treffer planene i krystallen.
Iy, I, ..., I, ..., er tenkte kilder for de reflekterte bglgene.

Fra figur 2.4 er |IO?| = po,...,|1?\ = ps 08 |R| = 25dp. Vinkelen
[(OsK, Ogly) =20, og /(OsK, OsP) = m — 20,.

Fra ligning (2.5) har vi den reflekterte bolgen fra det gverste planet, s = 0.
Den innkommende bglgen til det andre planet er transmittert gjennom det
gverste planet, og gitt av ligning (2.13). Ved & bruke samme fremgangsmaéate
som i avsnitt 2.1 for a beregne den transmitterte stralingen fra et plan, finner
en ogsa uttrykket for den transmitterte stralingen for s = 1. Denne reflekterte
bolgen treffer det gverste planet igjen og blir dermed transmittert og det skjer
en absorpsjon. Fra avsnitt 2.1.3 har en da at stralen som treffer malepunktet
P er gitt som:



2.2. BEREGNINGER FOR FLERE PLAN 45

AD — ig1? Ay exp [2mi (vt — k p1) — 2iqo)
P1

Ved a gjore dette for alle planene og summere alle bidragene, finner en den
totale amplituden for den reflekterte stralingen fra s plan som:

Ay = (—ig) Ay exp [2mi (pl/t —k po)]
0

exp [2mi (vt — k p1) — 2iqo)
P1

+ (—ig) b* Ay

_|_ e
exp [2mi (vt — k ps) — 2isqo)

+ (—ig)b* A
(i) b= A Ps

(2.18)

Det er en form for asymmetri i dette uttrykket: ¢o blir tatt ngye med i
regnskapet, mens —iq bare blir tatt med en gang. Denne modellen tar ngye
hensyn til spredningsbidragene i foroverretning og absorpsjon. Utover dette
tas det ikke hensyn til multippel spredning. Dette gir kinematisk intensitet,
men med korrekt refraksjonseffekt, det vil si en kodet versjon av Braggs lov,
nar mediets brytningsindeks tas i betraktning.

En kan anta at pg & p, for nevneren i ligning (2.18) og ved & sette inn for b
(ligning (2.16)) blir A, faktorisert pa folgende mate:

~ exp [2mi (vt — k po)]

Ah = — zq AO
Po
X {1 + exp[—pdpi csc O+ 2mik (po — p1) — 2iqo)
_|_ e
+ exp[—sudpk cscl + 2mik (po — ps) — 2isqo]
+ ... }

—
Videre gjor Darwin tilngermingen py — ps &= —|Ipls| sin by, erstatter pg — p
og 6y — 6. Totalrefleksjonsamplituden blir da:
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- exp[2mi (vt —kp

) Z exp(—sudp csc O — Amiksdpy sin @ — 2isqp)

Ah = —iq A(]
P s=0
[ EXP 2mi (vt —kp)] 1
~ —i
450 p 1 — exp (—pdpg csc 0 — Amikdpy sin 6 — 2iqg)

Matematiske detaljer:

For & beregne Y -, exp(—spudpy cscl — 4miksdyy sin@ — 2isqg) bruker
en reglene for geometriske summer.

Z exp(—spudp cscl — Amiksdpy sin @ — 2isqg) = Z s

s=0 s=0

hvor & = exp (—pudpg; csc O — Amikdpy sinf — 2iqo)
For geometriske summer gjelder:

S
SZ:OI T

Totalt antall plan, j, gar mot uendelig,

lim 27 — 0

J—00

siden R(—pdp cscl — Amikdyy sin @ — 2igy) < 0 nar en har absorpsjon i
systemet. Finner da den tilnaeermede summen som:

= 1 1
; TEIC v 1 —exp(—pdpy cscO — dmikdyy sin @ — 2iqo)

Braggs ligning kjenner en som 2dp,;; sin g = n eller uttrykt som 2kdy;,; sinfg =
n, hvor g er Bragg vinkelen, se avsnitt 1.3. Ved a utvikle en Taylorrekke
(matematisk detalj s. 47) for sinf om 05 og sette dette inn i Braggs ligning
far en:

2rkdpyy sin @ ~ nw + 2wkdpg (0 — 0p) coslp

Ved a sette dette inn i uttrykket for den totale refleksjonsamplituden, Ay
finner en:
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A = —ig A, exp [2mi (vt — k p)]
p

1
1 — exp|—pudpg csclp — Amikdp (0 — 0p) cos O — 2iqo)

X

~ —iq Ay exp [2mi (vt — k p)]
p

1
X
,udhkl CSC 93 + 2i[2ﬂ'kdhkl(¢9 — 93) COS HB + qo]

(2.19)

Denne tilnsermingen kan gjores ved a bruke rekkeutviklingen av eksponen-
tialfunksjonen nar argumentet < 1.

Matematiske detaljer:

Taylorrekken for sin# om 65 kan en finne pa fglgende mate:

sinf = sin (0 — 0p) + 03]
= sin (# — 0p) cosp + cos (0 — Op) sinbp
Siden en er interessert i vinkler naer Bragg vinkelen, vil § — g veere liten.

Derfor nyttes rekkeutviklingene for sin (6 — 6p) og cos (0 — 0p) til forste
orden. Setter dette inn i ligningen over og far da uttrykket for sin 6 lik:

sinf ~ (0 — 0p) cosfp + sinfg

For a finne Taylorrekken til csc# om #p kan en nytte programvare som
Matematica 8.0. En tar med fgrste ordens ledd og far:

csch ~ csclp
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2.2.2 Intensitet og effekt til stralingen

Intensiteten til den reflekterte bglgen, I, er proporsjonal med kvadratet av
storrelsen p& amplituden, I, < |Az|?, som finnes ved & multiplisere ligning
(2.19) med den komplekskonjugerte (Griffiths, 1989, s.359):

lq? 1
1, — 2.20
h p2 (udhkl CSC 93)2 + 4[27Tk?dhkl(9 — 93) COS 93 + q()]2 ( )

0y beskriver na den virkelige vinkelen mellom den innkommende stralen og
planene. Vi ser av ligningen over at intensitetsfunksjonen har sin maksimal-
verdi nar 6 = 0y der 6, tilfredsstiller ligningen

0] o
27dehkl =0

(g — 0p) cosOp + (2.21)

Dersom en setter inn uttrykket for transmisjonskoeffisienten, qq, gitt i ligning
(2.4), finner en hvor stort avviket til §, er i forhold til Bragg vinkelen.

@hlx _ NrC

Oy — g = A = — ~
0 B 5 2w cosfy  V.m sin20p

REFy (2.22)

Dette samsvarer med ligning (4.26) s. 572 i Authier (2001). Denne forskjel-
len er av storrelsesorden 107°. Ligning (2.20) viser ogsi at I, oc |Fy|* som
forventes i en kinematisk modell (avsnitt 1.5).
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Kapittel 3

Darwin II: Symmetrisk refleksjon
1 Bragg geometri

Dette kapittelet tar for seg Bragg refleksjon med utgangspunkt i Darwins
andre artikkel (Darwin, 1914b). Det er lagt vekt pa & fornye spraket og
formlene slik at de lett kan brukes. De er i tillegg utvidet til & ta hensyn til
anomal spredning og dermed ogsa absorpsjon. For a sette kapittelet inn i en
faglig sammenheng, vises det ogsa til andre forfattere som har brukt Darwins
bidrag innenfor dynamisk rgntgendiffraksjonsteori.

Etter & ha utfort eksperimenter, kom Darwin fram til at beregningene av
intensiteten til diffrakterte rgntgenstraler i en krystall, ikke samsvarte med
det som ble observert. Dette er grunnen til at Darwin skriver en oppfelgende
artikkel til Darwin I (Darwin, 1914a, s. 1). I Darwin II (Darwin, 1914b, s.
675) inkluderer han en ny faktor. Denne faktoren tar hensyn til at elektroner
som blir truffet av elektromagnetisk straling vil generere ny straling som igjen
vil pavirke de andre elektronene (se avsnitt 1.4). Darwin valgte na & bruke
planbolger siden dette forenklet beregningene.

3.1 Kombinasjon av plan

I tillegg til den multiple vekselvirkningen mellom de ulike bglgene, tok han
ogsa hensyn til en liten absorpsjon i planene. Fasefaktoren til den innkom-
mende og transmitterte bglgen som treffer et plan av atomer kan skrives
som:

ol
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exp{2mi[vt — k (v cosf — zsinf)]} (3.1)

Bglgevektoren, ko, til de to bolgene er:

ko = k(cosfi—sin0k) (3.2)

Tilsvarende kan fasefaktoren til den reflekterte bolgen fra overflaten til
krystallen skrives som:

exp{2mi[vt — k (v cosf + zsinf)|} (3.3)

assosiert med bglgevektor:

kp = k(cos 0+ sin 6 k) (3.4)

(se figur 1.5)

Darwin multipliserte den transmitterte bolgen med faktoren (1 — b) hvor b
representerer absorpsjonen i planet og er lik:

b= % i dpp csc 6 (3.5)

Fordi b og qo er sma storrelser vil produktet (1 — b)(1 —iqy) =~ (1 — b — iq).
Absorpsjonen kan ogsa trekkes inn i imagineerdelen av gy (Als-Nielsen and
McMorrow, 2001, s. 68-69). Vi lar na T} representere amplituden og fasen til
den innkommende bglgen til plan 0, T representere amplituden og fasen til
den transmitterte bglgen like over plan s og Sy representere amplituden og
fasen til den reflekterte bolgen fra plan 0. S er den totale reflekterte bolgen
like over plan s (se figur 3.1).
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ZA

23

Figur 3.1: Spr

S, er et resultat av den delen av T, som

edning i plan.

blir reflektert i plan s og den delen av

Ss11 som blir transmittert gjennom det(se figur 3.3). Vi gnsker a fa uttrykket
til den reflekterte bolgen, Ss11, like under plan s. For a fa denne multipliserer
vi med en fasefaktor, exp(—i¢), siden fasen til bplgen vil vaere forskjovet (se

figur 3.2). ¢ =27k dpg sin6.

Z A
T, S,
; 0 0

A Y
/ \

NN

T, // 0l6 \\ S
// A d/lA/
N T N 7 >
d,, sm0~ ~d,, sind X

Figur 3.2: dpx; sin6 er den ekstra lengen den reflekterte bglgen ma gé.

Dersom den ekstra veilengden den transmitterte bglgen og den reflekterte

bolgen tilsammen ma ga, 2 dy; sin 6, er

lik et helt antall bglgelengder, vil den

interferere konstruktivt med den reflekterte belgen fra planet over (se avsnitt

1.3).

Den totale spredte bglgen gjennom plan s kan da skrives som:

Ss=—iqTs+ (1 =0

—iqo) exp(—i¢)Ssi1 (3.6)
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Det forste leddet tilsvarer den transmitterte bglgen inn pa plan s multiplisert
med den aktuelle refleksjonskoeffisient. Det siste leddet tilsvarer den reflek-
terte bolgen fra plan s + 1 fasekorrigert for a fa belgen like under plan s.
Ved & multiplisere med (1 — b — iqp) far vi med tillegget for absorpsjon og
transmisjon av denne bglgen i plan s. Dette er den fgrste av de to rekursjons-
ligningene Darwin kom fram til.

Pa samme mate er T, et resultat av den delen av T som er transmittert
gjennom plan s og den delen av Sy ; som er reflektert i det (Se figur 3.3).
Den totale transmitterte bolgen fra plan s blir da:

exp(i6)Ts1 = (1 — b — iqo) Ty — igexp(—id) Sas (3.7)
A Z
s-1
T S
N
Ty+[ Svﬂ
s+
A Z
s-1 T s
S \/
exp(-i(l))Sﬁ// exp(i(l))TxH
s+

Figur 3.3: S, tilsvarer summen av den reflekterte bglgen fra plan s og den transmitterte
Ss41 like under plan s. For & fa Ssy1 like under plan s er den multiplisert med aktuell
fasefaktor.
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Darwin tar ikke hensyn til anomal spredning. Ved a ta hensyn til det, vil re-
fleksjonskoeffisienten ikke ngdvendigvis veere den samme for over- og under-
siden til planet. James (1962) definerer derfor ¢ som refleksjonskoeffisienten
til undersiden av planet og lar ¢ veere refleksjonskoeffiesienten til oversiden
av planet. Dette svarer til Fgz og Fy (Tilley, 2007; James, 1962, s 56).

Ved & multiplisere ligning (3.7) med exp(—i¢) far vi ligningen for Ty, ;:

Ter1 = (1 —b—iqo) exp(—ip)Ts — iqgexp(—i2¢)Ssi1 (3.8)
(Warren, 1990, s. 321)

Vi gnsker na & eliminere Sy og Sgy1 fra ligning (3.6) og ligning (3.8) slik
at vi far en rekursjonsligning som bare involverer transmitterte bglger. Ved
a lgse ligning (3.8) med hensyn pa Ssi; og substituere s + 1 med s, far vi
henholdsvis:

Ts-l—l - (1 —b— ZQO) eXp(_Z¢)TS
—iqexp(—i2¢)

Ty~ (1= b—igo) exp(—id) T

og S5 = igexp(—129) (3.9b)

(3.9a)

Ss+1 =

Setter sa ligning (3.9a) og (3.9b) inn i (3.6) og far:
(1 = b—igo) exp(—i¢) [Ts—1 + Tit1 ]
= [1+ q7exp(—i2¢) + (1 — b —iqy)” exp(—i20) | T, (3.10)

Siden en standard rekusjonsligning pa formen y,, .1 = y,z har lgsning y,, =
z"yo (Boyce and DiPrima, 2005, s. 121) prgver vi en lgsningen til ligning
(3.10) pa formen:

T, = Tya® (3.11)

Nar vi bruker dette uttrykket i ligning (3.10), far vi en andregradsligning for
T

(1 — b—iqo) exp(—i¢)) [271 + z]
= 1+ qgexp(—i2¢) + (1 — b —iqy)? exp(—i2¢) (3.12)
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For at ikke intensiteten til den transmitterte belgen skal gke gjennom
krystallen, ma |z| < 1. Ved & sette inn lpsningen Ty = Tpz® i ligning (3.9a)
og (3.9b) far vi at Ssy1 = Ssz. Dette uttrykket i ligning (3.6) og sammen
med ligning (3.11) gir:

—iqx’®

=T
O = T T =0 = igo) exp(=i9)

(3.13)

Ved a sette s = 0 far vi at forholdet mellom amplituden til den reflekterte bgl-
gen og amplituden til den innkommende bglgen ved overflaten til krystallen
blir:

S() —z’q

= 3.14
T, T ol b iay) expl—id) &1
Definerer sa en vinkel 6y som ligger naer Bragg vinkelen, 65, ved at:
2mdpg sin 0
ST SINY0 o — 4o (3.15)

A

hvor o er en reell stgrrelse og vil gi oss vinkelskiftet Afp.
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Matematiske detaljer:

Ved & lgse ligning (3.15) med hensyn pa mA far vi:

A
mA = thkl sin ‘90 + qo—
™

(3.16)
Fra avsnitt 2.1.3 ligning (2.17) har vi at brytningsindeksen er gitt ved:

gosin 6 2rdp(n — 1
0 B _, 0o = hki( )

=1+

= A
" 27dehkl (3 7)

Asinfp

Setter sa ligning (3.17) inn i ligning (3.16) og far Braggs lov (se avsnitt
1.3) med korreksjon for brytning (Azaroff, 1968, s. 131).

1—n
= i 1-— 1
mA\ = 2d,; sin 6 [ im0 sin 93] (3.18)
1 —
=~ thkl sin@o |i1 - 3 " :| (319)
sin“ g

Derfor ma 6, veere den eksakte Bragg vinkelen der en har tatt hensyn til
brytningsindeksen.

Siden vi kun er interessert i et vinkelintervall som ligger naer 6, introduserer
vi en liten storrelse v som modellerer vinkelavviket fra 6, slik at:

27Tdhkl sin 90

3 =mn—qy+v (3.20)

hvor

_ 2mdpw 2mdp

v =

(sin@ — sinfy) = cos 0y (0 — o) (3.21)

For matematiske detaljer se avsnitt 2.2 s 47.
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Ved a kombinere at ¢ = 2”@ og ligning (3.20) far vi at:

exp|—i¢] = exp[—i(mm — qo + v)]

-

= (—=1)" expli(go — v)]

=(=-1)" <1+zq0—w+7(zqo_w) —|—)
)"

2
~(—1)™ (14 igy — iv) (3.22)

Vi kan se bort fra ledd av andre orden fordi gy og v er sma stgrrelser.
Ved a sette uttrykket for exp[—i¢| inn i ligning (3.14) og igjen se bort fra

ledd av andre orden (b er ogsa liten), far vi:

So_ —iq
Ty 1—a(=1)m(1—b—iv)

(3.23)

hvor z er roten av

()™ =b—iv)z "+ 2] =1+q7+ (1 —b—iv)? (3.24)
Denne ligningen kan finnes ved a sette uttrykket for exp[—i¢] inn i ligning
(3.12) og igjen se vekk fra ledd hgyere enn orden to.

For a bestemme z, prover vi:

r=(=1)"(1—n) (3.25)

hvor 7 er en liten storrelse. Vi velger lgsningen (ligning (3.27)) slik at || < 1.

Vi far da, ved a bruke rekkeutvikling for ﬁ og neglisjere ledd hvor 7 er av

orden stgrre enn to:

et b= (-1 Kﬁ) +(1- 77)]

(—D)™A4+n+n*...+1—-n)
(=1)™(2+7°) (3.26)
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Kombinerer sa dette med ligning (3.24) og far:

n* =qq+ (b+1iv)’ (3.27)

=0 == [qg+ (b+iv)}? (3.28)

Bruker sa ligning (3.25) og ligning (3.27) i ligning (3.23). Ser vekk fra b, v og n
av hgyere orden enn to siden de er sma storrelser. Uttrykk for den reflekterte
og innkommende bglgen til plan s avhengig av v blir da:

So _ i
To  b+ivE [g+ (b+iv)?2

(3.29)

Warren (1990) skriver uttryktet avhengig av en vinkelvariabel og innfgrer fire
nye variabler: e = 6 — 6y, u, u og h slik at:

VA g ~ qA
e=0-0p=—"o ' y=—I" =1
27Tdhkl COS ‘93 27Tdhkl COS HB 27Tdhkl COS ‘93
(3.30)
Tilsvarende:
_)\2/r _)\27, ,U)\
== 9 - 9 = 76F U = ¢ p- — _ i
‘ 0 U Vorsin20g b V.rsin 205 7sin 20
(3.31)

Ved a sette de nye variablene inn i ligning (3.29) far vi at forholdet blir:

5 _
To  h+ie+ [uii+ (h+ic)?]2

—U

(3.32)

3.2 Spredning i plan uten absorpsjon

Nar absorpsjonen er sa liten i forhold til refleksjonskoeffisienten, at den kan
neglisjeres kan ligning (3.32) skrives som:

S _
To  ied (uti— €2

—U

(3.33)

b
N 27Tdhkl COS ‘93 ’
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Dette uttrykket fungerer bra nar €2 < u@ fordi vi da ikke far et negativt tall
under rottegnet. Nar €2 > uii er det hensiktsmessig & skrive om uttrykket ved
at (uii—e®)2 = i(e2—uiw)2. Forholdet mellom den reflekterte og innkommende
bglgen kan da skrives som:

So —Uu
— = 3.34
To e+ (e —ui)z (3.54)

For & avgjore hvilket fortegn som skal brukes i nevneren, tar Warren (1990)
utgangspunkt i at nevneren ikke skal ga mot null for store verdier av e. Vi
ma derfor bruke negativt fortegn nar € er negativ og positivt fortegn nar € er
positiv. Als-Nielsen og McMorrow (2001) kommer fram til samme avgjorelse,
men bruker en annen argumentasjon. Ved valg av positivt fortegn, vil grensen
€ > u gi en redusert intensitet tilsvarende [u/(2¢)]?. For negative €, velger
de negativt tegn slik at for || > u vil dette igjen gi en redusert intensitet
tilsvarende [u/(2€)]?. Nar |e| < u vil roten bli imaginaer og intensitetsforholdet
vil da bli 1 (Warren, 1990; Als-Nielsen and McMorrow, 2001, s. 182).

Forholdet mellom intensiteten til den totale spredte stralingen og intensiteten
til den innkommende stralingen kan skrives som:

2

I So
— = |= 3.35
LT (3.35)
Forholdet for de tre forskjellige vinkelomrader blir da:
( |u|2
— €< —u
[e — (e — uﬂ)i]
I
S| —u<e<u (3.36)
Iy
Juf?
e E>U
[e + (2 — uu)i}

I omradet —u < € < w er forholdet lik én. Det vil si at intensiteten til
den reflekterte stralen er lik intensiteten til den innkommende. Vi sier da at
refleksjonen er perfekt.
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3.2.1 Grafisk framstilling av [;,/1; som funksjon av A6

Det er hensiktsmessig a plotte I, /Iy som funksjon av Af. Dette kan gjore ved
a uttrykke ligning (3.36) som en funksjon av 7 = €/u. Intensitetsforholdet
blir:

( 1
— n<—1
/ n—(m*—1)2
]—"(n): 1 —1<n<1 (3.37)
O 1 > 1
- 0 = /)7_
\ 77‘*‘(772—1)%

Dette uttrykket kan enkelt plottes, i for eksempel Mathematica 8.0 (se Ap-
pendiks) . Ved & erstatte 7 med —2%— wu plottes intensitetforholdet som

1000-360
funksjon av A6 i 1555 grader. Resultatet blir da den kjente “rocking curve"
(se figur 3.4) uten absorpsjon.

1
100

Ih
lo
1.0+

0.8/

0.6

0.4"

0.2'

A6 x 1073
-1 0 1 2

Figur 3.4: Darwin kurven for symmetrisk Bragg refleksjon uten absorpsjon. Her for
Silisium, med valgte storrelser: hkl = 202 og A = 1.0 A. Kurven er symmetrisk om Af = 0
som tilsvarer 8 = 6y ( Minner om at 6y er Bragg vinkelen korrigert for brytning). I
det midterste omradet er intensitetsforholdet lik 1. Det vil si at refleksjonen er perfekt.

Intensiteten til den innkommende stralen er altsé lik intensiteten til den reflekterte.
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3.3 Spredning i plan med absorpsjon

3.3.1 Darwins bidrag

Da Darwin hadde kommet fram til ligning (3.29) valgte han & se vekk i fra
absorpsjon i videre beregninger fordi han mente at b var mye mindre enn
q slik at b/g kunne neglisjeres. James (1962) brukte Darwins bidrag for a
beregne intensitetsforholdet uten absorpsjon, men brukte Prins-metoden for
beregninger med absorpsjon.

3.3.2 Prins-metoden

J. A. Prins (Prins, 1930) bygget videre pa Darwin og Ewalds dynamiske teori.
Han la vekt pa innflytelsen absorpsjon har og kom fram til et uttrykk for
intensitetsforholdet hvor absorpsjonen ikke var neglisjert. Prins gjorde dette
pa en enklere mate enn Darwin. I steden for a introdusere absorpsjonsfaktoren
b ved & multiplisere den innkommende amplituden med (1 — b — iqy) for &
fa amplituden til den transmitterte bglgen, antok Prins at ¢,q og qo var
komplekse storrelser(James, 1962, s. 57).

Warren (1990) bruker en forenklet Prins-metode blant annet fordi det na
finnes tabulerte verdier av imagineerdelen til atomformfaktoren. Det er denne
metoden som blir brukt videre.

Fra avsnitt 3.1 ligning (3.32) og (3.30) har vi at:

S(] —U

To  h+ie+ [u2+ (h+ie)2]?

- qA B —\2r,
N 27Tdhkl COSQB n ‘/677'8111293 a
. bA D)

- 27 dp cos Op " 2rsin 205"

hvor vi har satt v = u.

I atomformfaktoren, f, = 4 flo4+ifl er det if” som gir opphav til
absorpsjon og at spredningsevnen til planet avviker i forhold til forside og
bakside. ¢ ma derfor vaere en kompleks storrelse og av det folger det at u
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ogsa ma vaere kompleks. En lar derfor v = u, (1 + i0) hvor w, er realdelen til
u og o er forholdet mellom imaginardelen og realdelen til f,, slik at:

f//

Warren (1990) introduserer sa to nye parametre:

€ h —p Ve

- e S 3.39
P Uy’ g u,  2Ar.C F ( )

Forholdet mellom den reflektere og innkommende bglgen ved plan s = 0 med
de nye parameterene blir da:

S —i(1+1
S e/ - (3.40)
To  g+ip* [(1+i0)* + (g +ip)?2
For a gjore beregningene lettere lar vi:
(1+i0)*+ (g +ip)* = Zexp(iy) = Z(cosy + isin~y) (3.41)

Ved & dele opp ligning (3.41) i imaginerdel og realdel far vi to nye ligninger:

14 ¢* — o0 —p* = Zcosvy (3.42)
2(0 + gp) = Zsinvy (3.43)

Kvadrerer og adderer vi de to ligningene (3.42) far vi:

2= (1+g¢" -0 =p")* +4(0 + gp)° (3.44)

og ved a dividere dem far vi:

tan~y = = (3.45)
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Ved a kombinere ligning (3.40) med (3.41) far vi at forholdet er gitt ved:

So —i(1 4+ i0)
Ty g+ip+ [Zexp(iv)]?

(3.46)

For & fa intensitetsforholdet mellom den innkommende og den reflekterte
stralingen, finner vi absoluttverdien kvadrert:

2 1+ 0?
_ , (3.47)
92 +p*+Z £ 2Z'2[gcos(3) + psin(3)]

I
Iy

So
To

Nar vi kvadrerer et rotuttrykk med cos og sin, vil vi fa flere verdier:

(o (;))Z cos (3 + ) = con (1)
( sin (%)) = sin (% + mr) = +sin (%) (3.48)

Tegntvetydigheten vi far her legges inn i den vi har fra for i ligning (3.47) og
denne ligningen er derfor gyldig.
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3.3.3 Grafisk framstilling av [,/ som funksjon av Af
med absorpsjon

Tegntvetydigheten i ligning (3.47) avgjores ut i fra at % ikke kan veere stgrre
enn 1. Setter vi inn de aktuelle verdiene for Silisium, blir svaret storre enn
1 for negativt fortegn og mindre enn 1 for positivt fortegn. Velger derfor
positivt fortegn videre.

Ih
lo
1.0t

0.8/

0.6

0.4

0.2

AG x 1073°
-1 0 1 2

Figur 3.5: Darwin kurven for symmetrisk Bragg refleksjon uten absorpsjon (svart kurve)
og med absorpsjon (r¢d kurve). Her for Silisium, med valgte storrelser: hkl = 202 og
A = 1.0 A. Kurven er ikke lengre symmetrisk for A = 0 og intensitetsforholdet er som
forventet alltid mindre enn 1. Refleksjonen er altsa ikke perfekt.

I de foregaende plottene er polarisasjonsfaktoren satt til a vaere lik 1, det
vil si at den innkommende bglgens elektriske feltvektor star vinkelrett pa
spredningsplanet. Nar den innkommende bglgens elektriske feltvektor ligger
i spredningsplanet, vil polarisasjonsfaktoren veere lik cos26p (se avsnitt 1.2).
I figur 3.6 vises darwin kurven med polarisasjonsfaktor lik cos 20p.
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Ih

lo
1.0+

o [

0.6

0.4"

0.2

A6 x 107°
-1 0 1 2

Figur 3.6: Darwin kurven for Silisium, med valgte storrelser: hkl = 202 og A = 1.0
A. Rod kurve er med absorpsjon og svart kurve er uten. Polarisasjonsfaktoren er satt til
cos(20p) = 0.8743.

3.3.4 Samsvar med andre kilder

Kurvene i figur 3.5 og 3.6 har tilsvarende form som dem Allison (1932) kom
fram til for kalsitt. Han brukte bglgelengder fra 0.21A til 2.3A. Tillsvaren-
de stemte Renninger beregninger for NaCl med CuKa-straling. Dette til-
svarer beregningene til Warren (1990). Jeg vil se narmere pa disse, ved a
lage et program i Mathematica 8.0 som framviser kurvene (se Appendiks).
Allison og Renninger tok begge utgangspunkt i Darwins arbeid og brukte
Prins-metoden for a beregne intensitetsforholdet til en absorberende perfekt
krystall (Allison, 1932), (Renninger, 1934).

Warren (1990) har gjort beregninger for NaCl og plottet inntensitesforholdet
for hkl = 200 og 400 med CuKa-straling. Han bruker de to forskjellige po-
larisasjonsfaktorene. Kurvene han far fram tilsvarer figur 3.7 (Warren, 1990,
s. 338).
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Ih

lo
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0.4f
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Figur 3.7: Darwin kurver for NaCl med bglgelende A = 1.5406 A. Svart kurve: uten
absorpsjon med hkl = 200. Mgrk bla kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjons-
faktor er lik 1. Lys bla kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjonsfaktor er lik
cos20p = 0.9371. Rosa kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik 1.
Rgd kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik cos 205 = 0.7485.
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Intensitetsforholdet i figur 3.7 gitt som funksjon av A6 i 1/1000 grader; figur
3.8:

Ih

lo
1.0¢

0.8/

0.6/
0.4"

0.2'

Figur 3.8: Darwin kurver som funksjons av Af for bglgelende A = 1.5406 A. Svart kurve:
uten absorpsjon med hkl = 200. Mgrk bla kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisa-
sjonsfaktor er lik 1. Lys bla kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjonsfaktor er
lik cos 205 = 0.9371. Rosa kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik
1. Rgd kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik cos20p = 0.7485.

3.4 Integrert intensitet

Den innkommende stralen med intensitet [y, treffer en krystall som roterer
med en konstant vinkelhastighet w slik at Braggs lov er oppfylt. Tversnittet
til den innkommende stralen er lik Ay. Den totale diffrakterte energi blir
registrert av en detektor som er sa stor at hele den diffrakterte energien blir
malt (Se figur 3.9). Energien, F, er da gitt som en integrasjon av I, over tid
og tverrsnittsareal:

E= H I, dA dt (3.49)
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Figur 3.9: En strile med intensitet Iy, treffer en krystall som roterer med en konstant
vinkelhastighet w slik at Braggs lov er oppfylt. Tversnittet til den innkommende stralen
er lik Ay og tverrsnittet til den diffrakterte stralen er Ay.

Bruker at effekten til den diffrakterte stralen er gitt ved P, = [ I, dA og at
dt = % og setter dette inn i ligning (3.49):

1
Pl /Ph de (3.50)
w

Ved symmetrisk refleksjon vil tverrsnittsarealet, Ag, til den innkommende
stralen veere lik tversnittsarealet, Ay, til den spredte stralen slik at:

P LA
PO_IOAO _]0

(3.51)

Den diffrakterte energien kan da skrives som:

Po ]h Ew ]h
EF=— —d —_— = —d 3.52
W/Io < Py /Io ‘ ( )

Bruker intensitets forholdet fra lingning (3.36) til & beregne integralet:

1
2

Py :/E:OO - (;Ziﬂ) r +/—Z(1>d€+/e: = (;i uz)%]z (3.53)
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Integralene kan lett lgses ved for eksempel & bruke Matematica 8.0:

Integrate[ . {e, -oo, -U}]

2
(e— e2—u2)

u

3

Figur 3.10: Det forste integralet beregnet i Mathematica 8.0. Siden u er kvadrert i ligning
(3.51), ma vi tilfpye et absoluttverditegn rundt u.

Ew _ |ul ul _ 8yl
—— _1 9 = 3.54

Setter sa inn for u (se ligning (3.30)) og bruker at (se avsnitt 2.1):

a\
= Te N F 3.55
a=r Vcsme‘ bl ( )
Vi far da at:
Ew 8 1\
= | (3.56)

?0 " 37 V.sin 20

Darwin kommer altsa fram til at den integrerte intensiteten er proporsjonal
med |Fy,| og ikke |Fy|? som han kom fram til i Darwin I og som er “fingerav-
trykket” til en kinematisk teori (Azaroff, 1968, s. 209).

(Darwin, 1914b; Warren, 1990, s. 320-326)



Kapittel 4

Asymmetrisk Bragg geometri

Nar krystallens Bragg plan ikke lengre er parallelle med krystallens overflate,
ma dette tas hensyn til i beregningene for intensitetsforholdet. For & hand-
tere asymmetrisk Bragg geometri, har jeg tatt utgangspunkt i Warren (1990).
Han gar grundig igjennom de matematiske overgangene og kommer fram til
et uttrykk for intensitetsforholdet. Refleksjonskoeffisientene og vinklene som
angir faseforskyvningen blir gitt ut i fra Bragg planene. Jeg har valgt a gi dem
ut i fra de fiktive planene som er parallelle med krystallens innfallsflate. Dette
gjor jeg for a fa en bedre sammenheng med symmetrisk Bragg refleksjon og
fordi jeg synes logikken blir bedre. Resultatet blir det samme uavhengig av
“innfallsvinkel”.

4.1 Asymmetrisk Bragg refleksjon uten absorp-
sjon

Asymmetrisk refleksjon vil si at overflaten til krystallen ikke er parallell med
Bragg planene. Vinkelen mellom overflaten og Bragg planene er o og vinkelen
mellom den innkommende stralen og Bragg planene er fremdeles 6z. Det
folger da at vinkelen mellom krystalloverflaten og den innkommende stralen
er 0 + «, og vinkelen mellom den reflekterte stralen og overflaten er 0 — «
(se figur 4.1). o ma ligge i omradet +0p.

Warren (1990) viderefgrer en utledning brukt av Borie (Borie, 1966, s. 470-
472) for symmetriske von Laue geometri. Han antar at krystallen kun bestar
av en atomtype og at absorpsjonen kan neglisjeres. I figur 4.2 utgjor git-
teret av de svarte kulene et sett av plan parallelt med inngangsflaten (gron

71
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0,= 0+ a

\\Q\ el
“~~./(ﬂ?6;~a
—<6;

\~~\A(x,

~ ~
~ =~
-~ -
~ - -~
-~
S <

(-]

Figur 4.1: Asymmetrisk Bragg refleksjon. Bragg planene (stiplete linje) er ikke lengre
parallelle med krystallens innfallsflate (grgnn linje).

linje). Vinkelen mellom den innkommende stralen og de horisontale planene
betegnes ved 0, og vinkelen mellom den reflekterte stralen og de horisontale
planene ved 6#,. De horisontale planene har en avstand, a, mellom seg. En
velger sa en repetisjon, Ay, i figurplanet og As normalt til figurplanet slik
at AjAs = 1/M hvor M er antall atomer per arealenhet. Det vil si at hver
arealenhet innholder ett atom. Vi lar sa A; = =% (Warren, 1990, s. 348-349).

s o

s=0

s=1

s=2

s=3

Figur 4.2: Den grenne, de stiplete og de heltrukne linjene representerer hhv krystall-
overflaten, Bragg planene og plan parallelle med krystalloverflaten. T representerer den
innkommende bglgen som treffer plan s og S, representerer den reflekterte bglgen fra plan

S.

Fra avsnitt 2.1.1 og figur 2.1 har vi at:

€2 sin? 0, + n?
2R

€2 sin? 0, 4 n?
2r

Rey = RA4E cost +
Ten = T — & cosby+

Ved a la R > r, far vi at summen blir:
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€2 sin? 0, 4 n?

Rep+rey = RA471+E(cost —costy) + 5y

(4.2)

I de horisontale planene befinner atomene seg langs gitterlinjene i posisjon
¢ =nB, hvor B = A;cosa. Ved a innfgre restriksjonen:

cosfy — cosby = \/B (4.3)

forkortes uttrykket

€ (cos By — cosBy) (4.4)

iligning (4.2) ned til nA. Leddet gir da fasebidraget 27n og kan forkortes vekk.
Ved samme framgangsmate som i avsnitt 2.1, fas en ligning som tilsvarer
ligning (2.5):

~ exp[2mi (vt — kp)]

Ar = —ZQQ AO P (45)

hvor

Ar, C

= —— F 4.6
V. |b| sin6, " (4.6)

q2

|h'| er den “resiproke” gittervektoren for de horisontale planene slik at |h'| =
|h| cos a.

Ved & sette inn uttrykket for ¢ (se ligning (2.7)) fas g, uttrykt ved ¢ for
symmetrisk refleksjon ved en vinkel lik 8y med Bragg planene:

g sin 6

- 4.7
2 Cos ¢ sin (4.7)

Warren (1990) introduserer sa vinkler som gir faseforskyvningen (se avsnitt
3.1):

dhkl
COs «v

d
¢ = 27k sinty , ¢y =2wk "R in 0, (4.8)
CoS (v
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T

N

= 1 Yo ““=5 §

eXp('id)z)S: Tt -. \\\\\\‘~~\
° "~ 9 ~o st/

exp(i9,)T,,,

Figur 4.3: Den grenne, de stiplete og de heltrukne linjene representerer hhv krystall-

overflaten, Bragg planene og plan parallelle med krystalloverflaten. T representerer den

innkommende bglgen som treffer plan s og Ss representerer den reflekterte bglgen fra plan

S.

Ut i fra figur 4.2 og 4.3 kan vi na sette opp tilsvarende ligninger til ligning

(3.6) og ligning (3.8):

Ss = —iQQTS + (1 — ’équ) exp(—i¢2)55+1
Tor1 = (1 —iqo) exp(—ig1)Ts — iqr exp[—i(P1 + d2)]Ssi1

¢1, go1 OZ qog er gitt pa tilsvarende mate som ¢y (ligning 4.7):

qsin 6,
Q="
cos asin 64

Qo sin g
1= —————
cos arsin 0,

Qo sin By
o2 = ——————~
cos arsin

Ved & bruke ligning (4.10) far vi rekursjonsligninger for Sg,; og Ss:

Topr — (1 —igor) exp(—i¢1)T
—iq1 exp[—i(¢1 + ¢2)]

Ts — (1 —iqgor) exp(—ip)Ts—1
—iq1 exp[—i(d1 + ¢2)]

Ss+1 =

Ss =

(4.9)
(4.10)

(4.11)
(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Ved a sette disse ligningene inn i ligning 4.9 fas en ligning som kun innholder
T,:

(1—1iqo2) exp(—ig2)Tss1 + (1 —iqgor) exp(—ig1)Ts—1

= {1+ qgexp[—i(¢1 + ¢2)] + (1 —igoz) (1 — iqor) exp[—i(p1 + ¢2)]} Ty
(4.16)

Ligning (4.16) tilsvarer ligning (3.10) og vi kan derfor ogsa her prgve en
lgsning pa formen:

T, = Tox* (4.17)

Ved & sette inn lgsningen i ligning (4.16) fas en andregrads ligning for x:

(1—iqoz) exp(—iga)x + (1 — igor) exp(—icy )z

= 1+ qqaexp[—i(P1 + ¢2)] + (1 — iqoz) (1 — igor) exp[—i(¢1 + ¢2)]
(4.18)

Definerer sa en vinkel 6y, for den innkommende stralen. 6y, ligger neer 65 og
er definert ved:

d
27k R gin fo1 = mm — qo1 (4.19)
cos v

Setter sa 6, = 0y + Af; inn i ligning (4.8) og far:

dpi
COS (v

¢1:27Tk'

sin(901 + A@l) (420)

001 er Bragg vinkelen der en har tatt hensyn til brytning og Af; er vinkelen
mellom den innkommende stralen og retningen til den eksakte retningen der
Braggs lov med korreksjon for brytning er oppfylt (se figur 4.4).

Nar Af; er liten, vil ¢; skille seg lite fra ligning (4.19) og vi far at:

d
¢1 =2nk hkl sin(901 + Ael) = Mmmn — (o1 + v (421)
COS (¥
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Figur 4.4: Den rgde linjen er den innkommende stralen og den rgde stiplete linjen viser
den eksakte retningen der Braggs lov med korreksjon for brytning er oppfylt.

Fra ligning (4.19) og ligning (4.21) folger det at:

dhi
COS v

v =27k cos 0g1 A, (4.22)

og at:

exp[—i¢p1] = exp[—i(mm — qo1 +v1)] = (=1)™ (1 + igor — iv1) (4.23)

Se ligning (3.22) for matematiske detaljer. P4 samme mate definerer vi en
vinkel gy for den reflekterte stralen:

dhii
COS (v

2k sin flps = mm — qoo (4.24)

Setter sa 0y = Opo + Af; inn i ligning (4.8) og far:

d
¢2 =2nk hkl sin(902 + Aeg) = Mm — o2 + VU2 (425)
Ccos &
hvor
o dpki
vy = 27k €08 O A, (4.26)
COoS &
og at:

exp|—ips] = exp|—i(mm — qo2 + vo)] = (—=1)™ (1 + iqo2 — iv2) (4.27)

Kombinerer sa ligning (4.23) og ligning (4.27) med ligning (4.18) og ser bort
fra ledd av andre orden. Vi far da at:
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(=D)™(1 —dv)x™" + (1 —dvg)x] = 1+ quga + (1 —ivy) (1 —ivg)  (4.28)

lar vi:

nv=v+Av, wvo=0v—Av, U+ V=20 (4.29)

far vi at:

(1 —iv) exp(—iAv) (4.30)
(1 —iv) exp(iAv) (4.31)

(1 —ivy) = exp(—ivy)
(1 —ivy) = exp(—ivy)

Ligning (4.22) og ligning (4.26) gir oss at v kan skrives som:

U1t ~ ki
2 )\ COS (v

COS 93(A91 + A92) (432)

Siden 6, og 6, ma tilfredstille ligning (4.3), er sammenhengen mellom A6,
og Abs:

sin 91A91 — sin 92A92 =0 (433)

Ved a lgse ligning (4.33) med hensyn pa A6, og sette inn i ligning (4.32) far
vi at v blir:

v="T i cosfp (1 + = 91) A (4.34)
A cos o sin 6y
o dppi cosOp sin g N} (4.35)

A sin 6

Bruker sa ligning (4.30) og ligning (4.31) i ligning (4.28) og far at:

(—=1)™(1 —iv){[exp(iAv)x] ' + exp(iAv)z} = 1+ q1q2 + (1 —iv)*  (4.36)

For a lgse denne ligningen lar vi:
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exp(iAv)z = (—=1)"(1 —n) (4.37)

hvor 7 er en liten strorrelse. Se ligning (3.26) for matematiske detaljer. Ved
a rekkeutvikle ;= far vi at:

[exp(iAv)x] ™! + exp(iAv)z = (—=1)™(2 + n?) (4.38)

Ligning (4.36) reduseres da til:

(1=)(2+7°) =1+ qg + (1 —iv)? (4.39)

som gir:

n=t(qg — v?)? (4.40)

Bruker ligning (4.40) i ligning (4.37) og lgser med hensyn til x:

[SIE

7 = exp(—ido)(~1)" |1 F (g1 — 0?) (4.41)

Fra ligning (4.14) og ligning (4.17) folger det at Ssy1 = xSs. Ved a bruke
ligning (4.9) og sette s = 0 far vi at forholdet mellom den innkommende og
reflekterte bglgen blir:

& _ —iqo
To 1 —x(1—iqoe)exp(—ips)

(4.42)

Setter sa inn for x fra ligning (4.41) og bruker ligning (4.27) og ligning (4.31),
slik at:

To 1—(1—iv)[l — () (g —v2)2] v+ (qigs — v?)2

I omradet der v? < ¢1¢, er intensitetsforholdet gitt ved:
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Iy Tv ) \To w+ (g —v2)2 | | —iv £ (quge — v2)2 ¢
(4.44)
Fra ligning (4.7) og ligning (4.11) folger det at:
Ih sin 91
L 4.45
IO sin ‘92 ( )

Fra geometri gitt i figur 4.2 vil ligning (4.45) gi et intensitetsforhold som
er storre enn en. Dette skyldes at bredden til den innkommende stralen og
den reflekterte stralen er forskjellige. Effekten til den innkommende stralen,
Py = IhAg, vil i det midterste omradet da veere lik effekten til den reflekterte
stalen, P, = I Ay, (se figur 4.5) (Als-Nielsen and McMorrow, 2001, s. 194).

Figur 4.5: Tverrsnittsarealet, Ao, til den innkommende strélen er stgrre enn tverrsnitts-

arealet, Ay, til den reflekterte nar 6, > 6.
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Intensitetsforholdet for hele vinkelomradet er:

/ 2
q
- 112 U< =142
2 =
o - aa]
1
L9 VG <v<VaE  (446)
1
0 %
2 V2 =G
\ [U + (v — C_I1Q2)§]
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4.2 Asymmetrisk Bragg refleksjon med absorp-
sjon

Absorbsjon kan enklest inkluderes ved a ta utgangspunkt i ligning (4.21) og
ligning (4.25):

dhkl
COSs «v

¢1 =2nk

sin((%l + Aﬁl) = Mmmn — o1 —+ v

d
Gy =27k hit sin(fog + Aby) = mm — qoo + v2
cos o

Definerer na to nye storrelser v; og v ved at:

V1 = ’l~11 + qo1 (447)
Vg = ’l~12 + qo2 (448)

Det fglger at v er gitt ved:

U1+ U2 qor + qo2

— — 4.49

v 5 5 (4.49)
— b4 go1 + o2

2

(4.50)

som settes inn i ligning (4.43) slik at intensitetsforholdet med absorpsjon blir:

So —Q2

20 : (4.51)
To U+ %1-5!102 + ((U + %1-5(102)2 _ Q1Q2)%

0 er fremdeles gitt ved ligning (4.35), men Af; ma na forstas som avviket for
den innkommende strale fra den geometriske Bragg vinkel 5.
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4.2.1 Grafisk framstilling av asymmetrisk Bragg reflek-
sjon med absorpsjon

Nar o minker vil tversnittsarealet, A;, ogsa minke (se figur 4.5). Folgende
vil Ay oke nar o minker. Dette forer til at refleksjonsomradet vil gke nar «
minker (se figur 4.6). Dette er en konsekvens av Liouvilles teorem som sier at
for partikkelbglger, vil produktet av stralebredde og divergens veere konstant
(Als-Nielsen and McMorrow, 2001, s. 194). Figur 4.6 er lagd i Mathematica
8.0 (se Appendiks).

Ih

lo

NI
AL

TR —

Af x 1073°

-02 00 02 04 06 08 1.0

Figur 4.6: Darwin kurver med absorpsjon for asymmetrisk refleksjon. Her for Silisium
med hkl = 111, A = 1.000 A og med polarisasjonsfaktor lik 1. 5 = 9.176° Rod kurve:
a = 7.000°. Bla kurve: o = 5.000°. Grgn kurve: o = 0.000°. Lilla kurve: o = -5.000°.
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Kapittel 5
Takagi ligningene

Ved & ta utgangspunkt i von Laues dynamiske teori (avsnitt 1.6), kan en
komme fram til en generell dynamisk teori som gjelder for alle typer innkom-
mende bglger og for bade perfekte og imperfekte krystallsystemer. Denne
teorien kalles Takagi teori (Takagi, 1962; Takagi, 1969). Dette kapitlet vil
vise hvordan en kommer fram til et sett av koblede partielle differensiallig-
ninger for amplitudene D(r, ).

5.1 Utledning av Takagis differensialligninger

I Takagis definisjon av forskyvningsfeltet er amplituden posisjonsavhengig.
Forskyvningsfeltet er da gitt ved ligning (1.41):

D(I’, t) _ Z Dp(r)e27ri(ut—kp~r)
p

Bolgevektoren, k,, inne i krystallen er fiksert av standard grensebetingelser
i elektromagnetisk teori.

Bolgeligningen for forskyvningsfeltet er gitt ved ligning (1.40):

1 9°D

1—x)D=--27
VXV x(1=xe) 2

som tilsvarer:
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1 0°D
_28t2
(5.2)

~V?D4x .V’ D+H(VXD)xVxe+(VXe-V)D—(D-V)Vx+DV?y, = —

Beregner sa hvert av leddene i bglgeligningen:

—V2D = Z [_(V2Dp)e2m(’/t—kp'l‘) + Dp(_v2 e27ri(ut—kp~r))]

P
_ Z [ o (V2Dp)e27ri(ut—kp-r)
p

+2-27i(k, - V)Dpe27ri(l/t—kp‘l') _'_47T2(kp)2Dpe27ri(ut—kp-r)}
=" [-V*D, + 4ri(k, - V)D, + 47 (I, 2D, ] XK (5.3)

Ved & multiplisere med den dielektriske susceptibiliteten (se ligning (1.42))
pa begge sider far vi:

XeVPD =Y " [\ VD, — dmixu(ky - V)D, — 4nx4(k,) D, | €27 Kosnr)

(5.4)

Bruker at:
(AxB)xC=-Cx(AxB) (5.5)
Ax(BxC)=B(A-C)-—C(A-B) (5.6)

Til & bestemme:

(V x D) x Vy. = ZZ{mehhx (V x D,)]} e?mit=kgin)

+ZZ{4W xalley (B - Dy) = Dy (- k)| } o271
g h

(5.7)
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(Vxe:V)D = > {—2nixu(h- V)D,} et ko)
g h

=) {4x’xu(h - ky)D, } 2 Kornr) (5.8)
g h
~(D-V)Vxe= Y Y {47°xph(h-D,)} e K] (5.9)
g h

DVix. = > Y {—4mx(h)’Dy} e Hurns) (5.10)
g h

1 0°D
¢ Ot?

1 ,
= -5 Z{_47T2V2Dp}e2m(ut—kp-r)
p
— Z{47TK2DP}e27ri(Vt—kp~r) (511)
p

2
hvor K er ’;—2

Det er vanlig & neglisjere andre ordens ledd som er o V?D,, og produkt av
forste ordens ledd o< x;,VD,. Ligningene kan da skrives som:

~-V’D = Z [4m'(kp -V)D, + 47T2(kp)2Dp} o2mi(vt—p-r)

P
N Z Z [47T2Xh(kg)2Dg} e2mi(vt—kginT)
g h

(VxD)XxVy. = Z Z {47T2Xh[kg(h .D,) —D,(h- kg)]} 2mi(vt—kg )
g h

V2D

Q

(Vxe: V)D& =Y ) {4n’y(h - k,)D, } ¢ *orn) (5.12)
g h

Den partielle differensialligningen kan da skrives som:

1
T

(ky - V)D, = (K* = k})D, + k2 Y~ xp—gDypy) (5.13)
g
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hvor Dy, er definert ved:

(5.14)



Kapittel 6

Oppsummering

Denne masteroppgaven gir en introduksjon i grunnleggende stgrrelser og be-
greper innenfor dynamisk rgntgendiffraksjonsteori. Dette er gjort for a legge
grunnlaget for forstaelse av Darwins to artikler fra 1914.

Darwin I

C. G. Darwins kinematiske teori fra 1914 gir oss en god beskrivelse av in-
tensiteten til diffrakterte rgntgenstraler i en krystall. Denne teorien har blitt
“gjenfortalt” og oppdatert. Etter & ha utfgrt eksperimenter, kom Darwin fram
til at teorien ikke var god nok. Resultatet ble en ny artikkel: Darwin II.

Darwin II

Masteroppgaven fortsetter s& med Darwins dynamiske teori (Darwin II). I
denne tok Darwin hensyn til at den reflekterte stralen kunne spres pa nytt
av mediet. Han kom fram til et uttrykk for forholdet mellom intensiteten til
den totale spredte stralingen og intensiteten til den innkommende stralingen.
Resultat gav en kurve for symmetrisk Bragg refleksjon uten absorpsjon. For
a gi et fullstendig bilde av symmetrisk Bragg refleksjon, er J. A. Prins (1930)
bidrag ogsa tatt med. Han bygget videre pa Darwin og Ewalds dynamiske
teori og inkluderte absorpsjon. Kurven for symmetrisk Bragg refleksjon ble
da “avrundet” og stemte bedre overens med observasjonene som var gjort.
Det er sa lagt vekt pa a lage et matematisk program i Matematica 8.0 som
beregner intensitetsforholdet mellom den innkommende stralen og den reflek-
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terte. Dette gir mulighet for grafisk framstilling. I tillegg blir den integrerte
intensiteten beregnet.

Asymmetrisk Bragg refleksjon

[ Darwin I og Darwin II tas det ikke hensyn til asymmetrisk spredningsgeome-
tri: Situasjoner der krystallens Bragg plan ikke er parallelle med krystallens
overflate. For a inkludere dette i masteroppgaven, er det tatt utgangspunkt
i Warrens (1990) arbeid. Han handterte denne geometrien ved a la vinkelen
mellom den innkommende stralen og kystalloverflaten veere 6; og vinkelen
mellom den reflekterte stralen og overflate vaere 65. Utregningene kan dermed
utfgres pa tilsvarende mate som for symmetrisk Bragg refleksjon. Warren tok
utgangspunkt i Bragg planene for a angi refleksjonskoeffisienten og vinklene
som angir faseforskyvningen, mens det her er tatt utgangspunkt i de fiktive
planene som er parallelle med krystallens innfallsflate. Resultatet blir det
samme. Det ligger likevel utfordringer knyttet til de geometriske tenkemate-
ne i forhold til hvordan refleksjonskoeffisientene blir handtert. Warren (1990)
tar ikke hensyn til absorbsjon i asymmetrisk Bragg refleksjon. I denne mas-
teroppgaven er dette gjort ved a redefinere noen sentrale parametre slik at
absorpsjon inngar eksplisitt i uttrykket for intensitetsforholdet.

Takagi-ligningene

[ Takagi teorien er amplitudene til forskyvningsfeltet posisjonsavhengige. Ved
a ta utgangspunkt i von Laues dynamiske teori, kan det utledes en ekvivalent
generell dynamisk teori. I denne oppgavene er det vist hvordan man kommer
fram til den generelle differensialligningen for amplituden D(r,t). Det had-
de veert interessant a sett narmere pa denne ligningen og lagd et program
i Mathematica 8.0 som ga lgsningene i en tostralesituasjon. I tillegg kun-
ne det veert vist at Takagi teorien tilsvarer fundamentalteorien for perfekte
krystaller.
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AppendTo [$Pat h, "C:\\ MBpO\\ X-ray-di ffracti on\\ Packages" ];

Get ["sfcalc.m'];

To be set globally
A =l anbda = 1. 54059290;
conmpound

NaCl

Bragg refleksjon uten absorpsjon

pl otuten[ae_, hkl _List, bol gel engde_, valg_]: =
I\/bdule[{v, re, Fh, FO, e0, eB, a, g, ino, u, Nega, Posi, f},

A = | anbda = bol gel engde;

v =«/Det [gmatrix] ;

re= 2.8179 x 10°%;
Fh = Re[sf [hkl 1[[3]111;
eB =thetaf[hkl, lanbdaj;
FO = Re[sf[{0, O, O}][[3]111:

A
60 =ArcSin[
re a2 FO
2nv
2 dhkl [hkl ] |1 -
-Are
Us ——— Fh:
VvaSin[2x60]
1
Nega[n_] := L
n-m-1):>
. 1
Posi [n_] ‘= ——;
n+(m?-1)>2

(* Fra ligning 3.17 og 3.19 =)

(* Ligning 3.30 %)

(» Ligning 3.37 %)

(» Ligning 3.37 x)

gln_]:=Wich[n< -1, (Abs[Nega[n]])? -1x<n <1, 1, 1= n, (Posi[n])?];

irm:lf[valg,

g[i m » A6] ]
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® Bragg refleksjon med absorpsjon.
pl ot [a6_, hkl _List, bol gel engde_, pflag_, valg_1]: =
l\/bdule[{v, re, eB, Fh, FO, e0, c, u, o, A, Z, ¥, Pos, Neg, f, inmo, u, g},
A = | anbda = bol gel engde;

v=\/Det [gmatrix] ;
re= 2.8179 x10°°;
eB =theta[hkl, | anbda] ;
c=I1f[pflag == 1, Cos[2 x6B], 1];
Fh = Re[sf [hkl 1[[3111;
FO = Re[sf [{O, O, 0}1[[3111];

A
60 =ArcSin[ ]; (+ Ligning 3.17 og 3.19 *)
re 22 FO
2 dhkl [hkl ] 1__2—”2]
(Sin[eB])
u = abscoeff [l anbda] » 10°8;
I m[sf [hkl 1[[3]1]]
o= ; (# Ligning 3.38 «x)
Re [sf [hkl 1[[31]]
-2Xre
u = Fh; (» Ligning 3.30 %)
vaSin[2x60]
_uv
= — (» Ligning 3.39 x)
2xrec Fh
Z[n_1:= \/(1 + 0% - o%- n2)2+4(o+grl)2; (* Ligning 3.44 x)
¥[n_1:= ArcTan[1l + g°> - - n?, 2 (o +gn) |; (» Ligning 3.45 %)

Pos[n_] := (1+oz)/ (92+n2+2[n]+2 Z[n] (gCos[(¥[nl) /2] + nSin[(w[n])/Z]));
(» Ligning 3.47 «x)
Neg[n_] := (1+02)/ (92+n2+2[n]—2 Z[nl (9Cos[(¥[nl) /2] + nSin[mn])/z]));

(» Ligning 3.47 =x)
fn_1:=1f[Pos[n] < 1, Pos[n], Neg[nll;

27 27
irm:lf[valg:: , —/u, Sign[—/u]];
1000 % 360 1000 % 360

f [i D % A6] ]
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Figur 3.8: NaCl, A = 1.5406

Pl ot [{pl ot [x, {4, 0, 0}, lanbda, 1, 1], plot [x, {4, 0, 0}, | anbda, 2, 1],

pl ot [x, {2, 0, 0}, |lanbda, 2, 1], plot [x, {2, O, O}, |lanbda, 1, 1],
plotuten[x, {4, 0, 0}, lanbda, 11, plotuten[x, {2, 0, 0}, lanbda, 113}, {x, -2, 2},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Pink, Thick}, {Blue, Thick}, {Cyan, Thick},

{Bl ack, Dashing[{0.02, 0.01}1}, {Black}}, AxesLabel —){"AG x 1073°", —}
l'o

AxesOrigin » {-2, 0}, AxesStyle » Directive[l4], GidLines » {{{0, Dashed}}, None}]

Ih
lo
1.0

0.8}
0.6
0.4}

0.2}
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" Asymmetrisk Bragg refleksjon med absorpsjon.
pl ot med [del tae_, hkl _List, bol gel engde_, polfak_, agrader_1] : =
Nbdule[{a, pf, V, re, Fho, Foh, FO, eB, A, f, ql1, g2, q01, q02, Posl, Pos2, Negl, Neg2},

a = agrader =/ 180;
A = | ambda = bol gel engde;
A6 = del tae;

V = /Det [gmatrix] ;
re= 2.8179 x 10°%;
Fho = sf [hkl 1[[31];
Foh = sf [-hkl 1[[31];
eB =thetaf[hkl, | anbdaj;
FO =sf[{0, O, 0}I[[31];
pf =1f [polfak =1, Cos[2 *e6B], 11;

-arepf Sin[eB] dhkl [hkl ]
ql = Foh; (*» Ligning 4.11 x)
VSin[eB + a] Cos [a]
-arepf Sin[eB] dhkl [hkl ]
g2 = Fho; (» Ligning 4.5 %)
VSin[eB - a] Cos [a]

-are Sin[eB] dhkl [hkl ]
FO;

qo1 = (» Ligning 4.12 x)
VSin[eB + a] Cos [a]
-are Sin[eB] dhkl [hkl ]
g02 = FO; (» Ligning 4.13 x)
VSin[eB- a] Cos [a]
2 wdhkl [hkl ] Cos [eB] Si n[eB] 2n
v[ae_] : = A ; (» Ligning 4.35 x)
ASin[eB - a] 1000 = 360
_q2
Posl[ae ] : = » 1/2; (» Ligning 4.51 x)
01+q02 01+q02
V[ae] + % + ((V[Ae] + %) - ql*qz)
Pos2[a6_] : = Chop[ Conjugate [Posl[a6]] * Posl[a6]];
_q2
Negl[ae_] : = i (% Ligning 4.51 %)

q01+q02

_qls q2)1/2

01+q02 \ 2
V[A6] + %)

- ((v [a6] +
Neg2 [a6_] : = Chop[Conjugate [Negl[ae]] = Negl[ae]];
f[ae_]1:= Mn[(Pos2[ae]), (Neg2[ae])];

Sin[eB - a]
f [A0] ¥ ———8
Sin[eB + a]

95



® Figur 4.6 @ = 7,5,0 og -5, polarisasjonsfaktor = 1, 2 = 1.0, {1,1,1} Silisium

Pl ot [{pl otned[ae, {1, 1, 1}, lanbda, 2, 7],
pl ot med [a6, {1, 1, 1}, | anbda, 2, 5], plotned[ae, {1, 1, 1}, |anbda, 2, 0],
pl ot med [a6, {1, 1, 1}, | anbda, 2, -5]}, {ae, -0.2, 1}, PlotRange -» {0, Al },
PlotStyle - {{Red, Thick}, {Blue, Thick}, {Geen, Thick}, {Purple, Thick}},

I'h
AxeslLabel ->{"Ae x 1073°", —} AxesOrigin -» {-0.2, 0}, AxesStyle —»Directive[l4]]
lo

Ih

lo
1.0r

0.8
0.6

04

0.2

-

Af x 1073°
0
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Symboloversikt

dhkl

h

OEEmEmE©

0

Avstand mellom fiktive(horisontale) plan

Basisvektorer som definerer en enhetscelle i det reelle rom
Basisvektorer i det resiproke rom

Tverrsnittsarealet til den innkommende stralen, del 11
lokale strorrelser

Det totale bidraget fra den spredte stralingen, del I
Tverrsnittsarealet til den reflektert stralen, del II
Innkommende kulebglge

Den totale transmitterte bglgen

Bolgen reflektert fra plan nummer s og > ., A — A,
Bolgen transmittert gjennom plan nummer s og > .- AS’ =A,

Amplitude med dimensjon lik den elektromagnetiske bglgen multiplisert
med en lengdeenhet

Dempningsfaktor for absorpsjon i planene
Magnetisk flukstetthet

Massehastighet i vakuum
Polarisasjonsfaktor lik leller cos 20p

Avstanden mellom refleksjonsplanene
Forskyvningsfelt

Elektronladning
Diffraktert energi
Innkommende bglge
Spredt bglge
Elektrisk felt
Feltretning
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hkl
(hkl)

lo

Me

Atomformfaktor

Ordinger atomformfaktor

Real og imagineer del av det komplekse korreksjonsleddet til atomform-
faktoren

Spredningslengden eller atomformfaktoren

Strukturfaktor

Systemets spredningsamplitude

Lokal variabel avhengig av h og u,
Oscillatorstyrke

Lokal variabel avhengig av b

Resiprok gittervektor

“Resiprok” gittervektor for fiktive(horisontale) plan
Gitterpunkt i det resiproke rom

Planskare i det reelle rom

Resiprokt gitterpunkt

Intensitet til totalt spredt straling

Intensitet til innkommende bglge

Intensitet til spredt straling

Tenkt stralekilde for den reflekterte bglgen fra plan nummer s

Totalt antall plan

Bolgetallet i vakuum, k = %

Bolgevektor til bglgefelt, med indeks h for spredt og o for innkommende
bolge

Kildepunktet for straling

Spredningsvektor

Symmetripunktet til K om z-aksen

Veilengde gjennom krystallen

Elektronets masse
antall atomer per arealenhet
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n Brytningsindeks

n Enhetsvektor langs feltretningen

ny,no,n3  Gir et gitterpunkt i det reelle rom. Aksene nq, no, n3 ligger parallelt med
basisvektorene i det reelle rommet

N Antall spredere per volumenhet

N, Antall elektroner i atom n

P Lokal variabel avhengig av € og u,

p(t) Elektrisk dipolmoment

P Atomets dipolmoment

P Observasjonspunkt

b, Effekten til den diffrakterte stralen

P Elektrisk polarisasjon

Py Symmetripunktet til P om z-aksen

q Refleksjonskoeffisient for Bragg geometri

q Refleksjonskoeffisient til undersiden av planet

q0 Transmisjonskoeffisient for Bragg geometri

q1, Q2 Refleksjonskoeffisienter for asymmetrisk Bragg geometri
qo1, Go2 Transmisjonskoeffisienter for asymmetrisk Bragg geometri
Q Vilkarlig punkt i planet

r Posisjonsvektor i det reelle rom

r, Atomets posisjon i enhetscellen

Te Klassisk elektronradius

Ten Avstand fra et vilkarlig punkt i planet til et observasjonspunkt
R Avstand fra stralekilde til origo

Re, Avstand fra stralekilde til et vilkarlig punkt i planet
R(x) Realdelen til =

S Tellevariabel for plan

Sh, So enhetsvektor langs henholdsvis de reflekterte og transmitterte bglgene
So Reflektert bglge fra plan 0

S, Reflektert bglge fra plan s

t Tid

t Total tykkelse av krystallen, produktet aj = ¢

T Periode

Ty Innkommende bglge

T Transmittert bglge like over plan s

T Translasjonsvektor
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U Lokal variabel avhengig av ¢

U Lokal variabel avhengig av ¢
Uy Realdelen til u
v Liten korreksjonsstgrrelse

Liten korreksjonsstorrelse for asymmetrisk Bragg geometri med absorp-
sjon

v1,v2 Sma korreksjonsstgrrelser for asymmetrisk Bragg geometri

01,02 Sma korreksjonsstorrelser for asymmetrisk Bragg geometri med absorp-

[S4!

sjon
V. Volum 1 en enhetscelle
A Atomnummer
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Qo , On

60a 6h

Yo; Th

Yo

€0

Ho

g

Vinkelen mellom overflaten og Bragg planene for asymmetrisk Bragg
geometri

Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bglgen dan-
ner med aksen n,

Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bglgen dan-
ner med aksen ng

Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bglgen dan-
ner med aksen ns
“Dempningskraft” er innkodet i denne parameteren

Vinkelvariabel
Permittiviteten i vakuum

Vilkarlig y-koordinat, del I
Liten storrelse, del II

Den virkelige vinkelen mellom den innkommende stralen og planene
Bragg vinkelen der en har tatt hensyn til brytning for asymmetrisk Bragg
geometri

Vinkelen mellom overflate og innkommende strale for asymmetrisk Bragg
geometri

Vinkelen mellom overflate og reflektert strale for asymmetrisk Bragg
geometri

Bragg vinkelen

Vinkel mellom reflektert strale fra plan nummer s og plan nummer s
Vinkel mellom transmittert strale og spredt strale

Vinkel mellom den innkommende stralen og retning til der Braggs lov
med korreksjon for brytning er oppfylt

Vinkel mellom den reflekterte stralen og retning til der Braggs lov med
korreksjon for brytning er oppfylt

Spredningsevnen per lengdeenhet
Bglgelengde i vakuum

Linger absorpsjonskoeffisient
Permeabiliteten i vakuum

Frekvens
“Fjeerkraften” innkodet i denne parameteren
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¢17 ¢2

Xe
X0

Elektrisk Hertz vektor

Avstand fra stralekilde til origo, og videre til et observasjonspunkt, R+ r

Elektrontettheten assosiert med atom nummer n
Elektrontetthet

Forholdet mellom imaginzerdelen og realdelen til f
Spredningsvolum til en krystall

argument som angir faseforskyvning
argument som angir faseforskyvning i asymmetrisk Bragg geometri

Dielektrisk susceptibilitet
Midlet dielektrisk susceptibilitet

Vinkelhastighet

Veilengde til reflektert bglge mellom to naboplan
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