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Sammendrag
Temaet for masteroppgaven er �Elementer i dynamisk teori for røntgendif-fraksjon�. Oppgaven har utgangspunkt i C. G. Darwins to artikler fra 1914og hatt som mål å gå igjennom disse på en pedagogisk måte. Det er lagtvekt på å bruke dagens krystallogra�ske språk for at det skal være mulig åsammenligne Darwins bidrag med andres arbeider innenfor dynamisk rønt-gendi�raksjon.Oppgaven innledes med en gjennomgang av sentrale ord og begreper knyttettil krystaller og røntgendi�raksjon. Dette gir grunnlaget for å forstå innholdeti Darwins artikler.Darwins første artikkel er hovedsaklig en kinematisk teori for røntgendi�rak-sjon. Darwin var ikke fornøyd med samsvaret mellom eksperimenter og teoriog kommer derfor med en oppfølgende artikkel samme året.Darwins andre artikkel er en dynamisk teori for røntgendi�raksjon. Darwinberegnet forholdet mellom intensiteten til den totale spredte strålingen ogintensiteten til den innkommende strålingen. Han tok ikke hensyn til ab-sorpsjon i planene og at planene kan være skråstilte. Dette er inkludert imasteroppgaven. Kurvene for intensitetsforholdet gir da et bedre samsvarmed observasjoner som er gjort. Masteroppgaven innholder også matema-tiske programmer gjort i Mathematia 8.0 som beregner intensitetsforholdetmellom den innkommende strålen og den re�ekterte.Oppgaven avsluttes med en kort gjennomgang av Takagi teori og viser hvor-dan man kommer fram til den generelle di�erentialligningen for amplitudentil forskyvningsfeltet. Denne ligningen kan studeres nærmere og det kan lageset programm i Mathematia 8.0 som framviser dispersjons�ater. Det kan ogsåvises, at Takagi teori tilsvarer fundamentalteorien for perfekte krystaller.
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Forord
Røntgendi�raksjon var et helt nytt fagområde for meg før arbeidet med mas-teroppgaven begynte. Det hadde ikke vært mulig for meg å sette meg inn idette temaet uten god hjelp og veiledning fra Professor Gunnar Thorkildsen.Tusen takk for all tiden du har satt av til oppstartsundervisning og veiled-ning. Takk for at du oppriktig har brydd deg om både min faglige utviklingog meg som person.Jeg vil også takke min kjære mann Bjørnar for hans støtte og hjelpsomhetgjennom høsten. Og min sønn Jonathan som har måtte tegne på ruteark oglekt med kalkulatorer.Tilslutt vil jeg takke trofaste barnevakter som har stilt opp på kort varselmed et smil!
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Innledning
Denne masteroppgaven er den avsluttende oppgaven under studieprogram-met �Master i realfag med teknologi - integrert lærerutdanningsprogram�.Temaet for oppgaven er: �Elementer i dynamisk teori for røntgendi�raksjon�med tittel:�Røntgendi�raksjon. Darwins dynamiske teori forre�eksjonsgeometri.�Siden studietløpet er et lærerstudium, er det relevant å sette seg inn i et heltnytt fagområde og bearbeide dette til et pedagogisk dokument. Dette harvært et av hovedmålene for del I og II i masteroppgaven. Masteroppgavenskal kunne lese av en medstudent med samme bakgrunn, uten at studententrenger ektra informasjonsmateriale for å forstå innholdet.Bagrunnen for masteroppgaven var å se på Darwins to artikler fra 1914 ogoppdatere dem til dagens krystallogra�ske språk. Disse artiklene har i det sis-te fått ny oppmerksomhet og mange tar utgangspunkt i dem for beregningerinnenfor røntgendi�raksjon i krystaller.Denne oppgaven vil først gi en introduksjon til viktige elementer og begreperinnenfor dynamisk og kinematisk teori for røntgendi�raksjon. Deretter vilDarwin I og Darwin II bli nøye gjennomgått. Darwins teori vil så bli videre-utviklet til også å inkludere symmetrisk og asymmetrisk Bragg re�eksjon medabsorpsjon. Det vil bli lagt vekt på å vise forholdet mellom intensiteten tilden totale spredte strålingen og intensiteten til den innkommende strålingengra�sk, ved å utvikle et program i Mathematia 8.0.Del 1 av masteroppgaven er skrevet i samarbeid med Jofrid Hetland Johnsen.Del 2 og del 3 er et selvstendig arbeid. For å �nne aktuelle krystallparametrehar jeg brukt studiestedets programmer i Mathematia 8.0: notatbøker ogpakker for krystallogra�sk beregning. Disse vil ikke bli kommentert ytterli-gere. 9



10 INNHOLDBildet på framsiden er en krystall fra Sinai halvøya i Egypt og er kun mentsom et illustasjonsfoto.
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Kapittel 1Grunnleggende de�nisjoner
I 1912 utledet von Laue (W. Friedrih & von Laue, 1912) en geometriskteori om di�raksjon i medier. Mediet bestod av atomer som var satt sammeni et tredimensjonalt periodisk system. von Laue beregnet først amplitudentil bølgen som ble spredt av ett atom og summerte så opp bidragene fraalle atomene. Han neglisjerte at bølgene som forplantet seg i mediet påvirkethverandre. Ewald introduserte begrepet resiprokt gitter og den såkalte Ewaldkulen (Ewald, 1913), se avsnitt 1.3. W. H. Bragg og sønnen W. L. Bragg ut-førte en rekke di�raksjonseksperimenter med røntgenstråling og kom fram tilBragg relasjonen (Bragg, 1913), se avsnitt 1.3. I 1914 beregnet Darwin am-plituden som blir diffraktert av ett enkelt plan av atomer og intensiteten dif-fraktert av ett sett av gitterplan (Darwin, 1914a). Dette arbeidet blir omtaltsom Darwin I. Darwin så for seg at en semiuendelig krystall var oppbyggetav suksessive plan parallelle med inngangs�aten. I dette arbeidet påpektehan også begrensningen til den geometriske teorien: Energien er ikke bevart(Authier, 2001, s. 5-6).I sitt neste arbeid, omtalt som Darwin II (Darwin, 1914b), blir den gjen-sidige vekselvirkningen mellom mediet og transmittert og re�ektert strålingbeskrevet. Dette formuleres ved ett sett av rekursjonsligninger. Teorien fraDarwin II samsvarer med eksperimentelle resultat på perfekte krystallsystemog den klassi�seres som dynamisk: Multiple spredningsprosesser tas hensyntil (Authier, 2006, s. 534).Uavhengig av Darwin, publiserte Ewald sin dynamiske teori i 1916-1917 ettermange års arbeid. Han tok også hensyn til vekselvirkningen mellom røntgen-strålene og mediet, men postulerte at krystallen hadde en periodisk sammen-setning av dipoler. Hver dipol ble eksitert av den innkommende røntgenstrå-13



14 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONERlen og av feltet fra alle de andre dipolene. Denne teorien gav også samsvarmed resultater fra eksperimenter for intensiteten til stråler som var re�ek-tert og transmittert. Teorien til Ewald ble i 1931 modi�sert av von Laue (vonLaue, 1931). Han viste at vekselvirkningene mellom bølgene og mediet kunnebeskrives ved å løse Maxwells ligninger for et medium med en periodisk kom-pleks dielektrisk suseptibilitet. Det er denne kombinasjonen av teorier, kjentsom Ewald- von Laues teori, som representerer den �klassiske� beskrivelsenav di�raksjon i perfekte krystaller (Warren, 1990; Authier, 2006; Authier,2001, s. 3-11).



1.1. KRYSTALLER 151.1 KrystallerI en krystall er elektrontettheten periodisk. Dette kan matematisk uttrykkesved (Hammond, 2009):
ρ(r) = ρ(r+T) (1.1)hvor r er en posisjonsvektor og T en translasjonsvektor gitt ved:T = n1 a + n2 b+ n3  (1.2)Translasjonssymmetrien utspennes ved de såkalte reelle gitterpunktene, n1,

n2 og n3. Basisvektorene, a, b og , de�nerer en enhetselle med volum lik
Vc = (a×b) · . Denne repeteres gjennom hele krystallen. Elektrontetthetener identisk på samme sted i hver enhetselle. Lengden av basisvektoren angisvanligvis i enheten Ångstrøm, de�nert ved 1 Å = 10−10 m .En kan konstruere et sett av parallelle plan som skjærer gjennom gitterpunkt-ene. Disse planskarene kan ha �ere mulige orienteringer, se �gur 1.1(a). Hverny orientering svarer til et nytt gitterpunkt i det såkalte resiproke rom, se�gur 1.1(b). Avstanden mellom de reelle planene tilskrives symbolet dhkl, hvorsettet av heltall, (h k l), angir hvilken planskare det refereres til.

(a) Det reelle (direkte) rom (b) Det resiproke romFigur 1.1: I dette krystallsystemet er vinklene mellom basisvektorene 90◦. (a) Gitter-punktene er angitt med sirkler. De blå, røde og grønne strekene illustrerer ulike planskarer.
(h k l) til de blå planene vil være (001), røde planene (101) og grønne planene (102). (b)De blå, røde og grønne planskarene er representert ved resiproke gitterpunkt i henholdsvis
0 0 1, 1 0 1 og 1 0 2.



16 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONERVektoren h = h a⋆ + k b⋆ + l ⋆ (1.3)kalles en resiprok gittervektor. Lengden av denne vektoren er lik den inverseavstanden mellom to nabo gitterplan i planskaren, |h| = 1
dhkl

. Prikkproduktetav en translasjonsvektor og en resiproke gittervektor tilfredsstiller relasjonen(Als-Nielsen and MMorrow, 2001, s. 13):T · h = heltallSiden elektrontettheten er en periodisk funksjon kan den uttrykkes ved enFourierrekke:
ρ(r) = 1

Vc

∑h Fh exp(−2πih · r) (1.4)hvor Fh er strukturfaktoren. Denne uttrykkes da ved (Azáro�, 1968, s. 184):
Fh =

∫

Vc

ρ(r) exp(2πih · r) d3r

=

∫

Vc

∑

n

ρ(a)n (r− rn) exp(2πih · r) d3r

=
∑

n

[
∫

Vc

ρ(a)n (u) exp(2πh · u) d3u

]

exp(2πih · rn)
=

∑

n

fn exp(2πih · rn) (1.5)
fn er atomformfaktoren (verdi for K = h), ρ(a)n elektrontettheten assosiertmed atom n og rn er dette atomets posisjon i enhetsellen (Tilley, 2007; Aut-hier, 2001, s. 60). Atomformfaktoren og strukturfaktoren er sentrale størrelseri beskrivelsen av di�raksjon i krystaller.



1.1. KRYSTALLER 17Røntgenstrålingen spres av elektronene i atomet. Spredningsevnen øker medantall elektroner, det vil si med atomnummeret, Z. Spredningsevnen er knyt-tet til atomformfaktoren som generelt er de�nert ved (Als-Nielsen and M-Morrow, 2001, s. 11):
fn =

∫

ρ(a)n (r) exp(2πiK · r)d3r (1.6)K er spredningsvektoren de�nert på side 22.Ved også å ta hensyn til at elektronene er �bundne� får vi en korreksjon:
fn = f 0

n + f ′
n + if ′′

n (1.7)hvor f 0
n tilsvarer den ordinære atomformfaktoren, f ′

n og f ′′
n er realdelen ogimaginærdelen av det komplekse korreksjonsleddet (Tilley, 2007; Authier,2001, s. 38) .



18 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER1.2 RøntgenstrålingStrålingen som tre�er krystallen er i denne gjennomgangen røntgenstråling.Dette er elekromagnetiske bølger med bølgelengde i intervallet 0.1 − 100 Å.Figur 1.2 illustrerer strålingen oppfattet som plan- eller kulebølge.
(a) Planbølge (b) KulebølgeFigur 1.2: Illustrasjonene viser bølgefrontene til en planbølge og en kulebølge. Linjenegår gjennom punkter på bølgen som har samme fase. De tykkeste linjene viser bølgetopperog smale linjer bølgedaler. Bølgevektoren, k, angir forplantningsretningen til bølgen, ogstår vinkelrett på bølgefrontene. Bølgelengden, λ, er avstanden mellom de to nærmestebølgefrontene med samme fase. (b) En kilde (blå kule) sender ut en kulebølge som forplan-ter seg i sirkler fra kilden. Dersom observasjonspunktet ligger langt fra kilden, vil bølgenkunne approksimeres som en planbølge.Bølgenes elektriske felt, E, påvirker elektriske ladninger slik at disse vibrerer.En planbølge kan matematisk uttrykkes (Gri�ths, 1989; Authier, 2001, s. 33):E(r, t) = E0 exp [2πi(νt− k · r)] (1.8)For kulebølgen nyttes (Born and Wolf, 1980):
E(R) ∝ exp [2πi(ν t− k R)]

R
(1.9)

R er avstanden fra kilde til observasjonspunkt. Absoluttverdien til bølgevek-toren |k| = k kalles bølgetallet og er lik den inverse bølgelengden, k = 1
λ
.Frekvensen, ν, angir antall svingninger per tidsenhet og er lik den inverseperioden, ν = 1

T
. Sammenhengen mellom frekvensen og bølgetallet er gittav relasjonen ν = c k, hvor c er lyshastigheten i vakuum (Gri�ths, 1989, s.346-348).



1.2. RØNTGENSTRÅLING 19
(a) Feltretning, E0, parallelt med xz-planet (b) Feltretning, E0, normalt på xz-planetFigur 1.3: I illustrasjonene er spredningsplanet xz-planet (se avsnitt 1.3). FeltvektorenE0 står alltid normalt på k (Gri�ths 1989, s. 351, 357).Bølgene kan være polarisert. Dette betegner at feltretningen, E0, er orienterti forhold til et gitt plan, for eksempel spredningsplanet. I spredningssam-menheng gir dette opphav til en polarisasjonsfaktor, C. I denne oppgaven vilretningen være parallell med spredningsplanet (�gur 1.3(a)) eller stå vinkel-rett på dette (�gur 1.3(b)) (Authier, 2001, s. 118-119).For en grundigere gjennomgang av elektromagnetisk stråling der det tilhør-ende magnetfeltet også omtales, se Gri�ths (1989) kapittel 8.



20 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER1.3 Di�raksjonsgeometrivon Laues interferensligningervon Laues interferensligninger tar utgangspunkt i en enkel krystall hvor ato-mene er spredere. Disse er plassert i gitterpunktene i det reelle rom. Vi skalførst se på atomene langs a. For å få konstruktiv interferens må veiforskjellen,
(AB − CD), være lik et helt antall bølgelengder (se �gur 1.4):

AB − CD = a(cosαh − cosαo) = hλ (1.10)
a

a
o

A

B

D

C

a
h(a) a

a×s
h

a s×
o

s
o

s
h(b)Figur 1.4: (a) Veiforskjellen mellom di�rakterte stråler fra atomene i to nabopunkt erlik (AB − CD). (b) Veiforskjellen gitt ved vektornotasjon: a · (sh − so).Ligning (1.10) kan formuleres med vektorer ved å la sh være en enhetsvektorlangs de re�ekterte strålene og so være en enhetsvektor langs de innkommen-de (se �gur 1.4(b)). Veiforskjellen blir da a · sh − a · so = a · (sh − so) og enhar:

a(cosαh − cosαo) = a · (sh − so) = hλ (1.11)Ligning (1.11) er den første av von Laues interferensligninger. På tilsvarendemåte �nner vi ligningene for å få konstruktiv interferens i b-retning og -retning:
b(cos βh − cos βo) = b · (sh − so) = kλ (1.12)
c(cos γh − cos γo) =  · (sh − so) = lλ (1.13)For å få konstruktiv interferens fra det tredimensjonale atomgitteret, må alleligningene være oppfylt samtidig (Hammond, 2009, s. 193-195).



1.3. DIFFRAKSJONSGEOMETRI 21Braggs lovI 1913 fant W. H. Bragg og sønnen W. L. Bragg en sammenheng som girbetingelsen for konstruktiv interferens (Authier, 2001, s. 6). Utgangspunktetvar hypotesen om spredning fra gitterplan.

Figur 1.5: I det gitte kartesiske koordinatsystemet er to gitterplan tegnet inn parallellemed xy-planet. De innkommende strålene (røde) har bølgevektor ko = so
λ
og de re�ektertestrålene (blå) har bølgevektor kh = sh

λ
. Både innkommende og re�ekterte stråler dannerBragg vinkelen, θB, med planene. Avstanden mellom planene er gitt som dhkl.For konstruktiv interferens, må veiforskjellen, (AB + BC), være lik et heltantall bølgelengder, nλ. Det gir sammenhengen (Bragg, 1913):

2 dhkl sin θB = nλ (1.14)Siden både planavstand og bølgelengde er konstante størrelser, er det vinkel-en som �bestemmer� når konstruktiv interferens oppstår. Derfor har dennevinklen fått navnet Bragg vinkelen, med notasjon θB (Giaovazzo, 2011, s.172).



22 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONEREwalds konstruksjonEwald introduserte i 1913 Ewald kulen, i det resiproke rom, for å beskri-ve spredningsgeometrien knyttet til bølgeforplantning i krystaller (Authier,2001, s. 6).

Figur 1.6: Krystallen er representert ved et punktgitter i det resiproke rom. Den grønnesirkelen er Ewald kulen. Den innkommende bølgen, ko, har sitt endepunkt i gitterets origo.Den spredte bølgen, kh, har endepunkt i det resiproke gitterpunktet H , som også skal liggepå Ewald kulen. Dette er en forutsetning for konstruktiv interferens. Spredningsvektoren,K = kh−ko, må da svare til en resiprok gittervektor, h. Vinkelen mellom ko og kh kallesspredningsvinkelen og det er vanlig å betegne den som 2θ = 2θB.Spredningen er elastisk, |ko| = |kh| og |ko| er radien i Ewald kulen (Ewald,1913; Authier, 2001, s. 48). Spredningsplanet de�neres gjerne som planet koog kh utspenner.Når origo og et vilkårlig annet resiprokt gitterpunkt ligger på Ewald kulen,omtales dette som en tostrålesituasjon (Authier, 2001, s. 118). Krystallen kanroteres relativt kulen slik at andre gitterpunkter kan plasseres på kuleskallet(Giaovazzo, 2011, s. 172).Det følger fra �gur 1.6 at følgende sammenheng må være oppfylt:
2ko · h+ |h|2 = 0 (1.15)Ligningen tilsvarer Braggs lov.



1.4. ELEKTROMAGNETISK VEKSELVIRKNING 231.4 Elektromagnetisk vekselvirkningElektrisk dipolmomentEn fysisk elektrisk dipol består av to like ladninger, en negativ og en positiv,separert av en gitt avstand (Gri�ths, 1989, s. 145). En enkel modell for enosillerende elektrisk dipol er vist i �gur 1.7. Systemet består av et elektronsom kan for�ytte seg langs z-aksen som funksjon av tiden t. Den positive lad-ningen er �ksert i origo. Systemet har da en asymmetrisk ladningsfordeling.Det elektriske dipolmomentet er gitt ved:
p(t) = −e z(t) (1.16)Et ytre tidsavhengig elektrisk felt, E = Ezk̂, uttrykt ved

Ez(t) = E0 exp(2πiνt) (1.17)får elektronet til å osillere langs z-aksen med samme frekvens, ν.
z

xeFigur 1.7: Figuren viser en enkel modell for en osillerende dipol.Elektronets posisjon på z-aksen vil være bestemt av en klassisk analyse basertpå Newtons 2. lov. Elektronet med masse me erfarer �fjærkraft� og �demp-ningskraft� relativt origo, kodet inn i parametrene ν0 og γ0.



24 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER
z(t) =

e

4π2me

1

(ν2 − ν2
0)− iγ0ν

Ez(t)

=
e

4π2meν2

[

1 +
(ν2 − ν2

0)ν
2
0 − (γ0ν)

2

(ν2 − ν2
0)

2 + (γ0ν)2
+ i

γ0ν
3

(ν2 − ν2
0)

2 + (γ0ν)2

]

Ez(t)(1.18)Uttrykt ved den klassiske elektronradien,
re =

e2

4πǫ0mec2
(1.19)kan det elektriske dipolmomentet skrives som:

p(t) = −ǫ0reλ
2

π

[

1 +
(ν2 − ν2

0)ν
2
0 − (γ0ν)

2

(ν2 − ν2
0)

2 + (γ0ν)2
+ i

γ0ν
3

(ν2 − ν2
0)

2 + (γ0ν)2

]

Ez(t)(1.20)Permittiviteten i vakuum er gitt ved symbolet ǫ0. For et mangeelektronsys-tem, atom, summeres ligning (1.20) med hensyn på atomets virtuelle osil-latorer, j. Vi får da aktuell atomformfaktor inkludert korreksjon. gj kallesosillatorstyrke (Azáro�, 1968, s. 167) (Als-Nielsen and MMorrow, 2001, s.238-239).
∑

gj

[

1 +
(ν2 − ν2

j )ν
2
j − (γjν)

2

(ν2 − ν2
j )

2 + (γjν)2
+ i

γjν
3

(ν2 − ν2
j )

2 + (γjν)2

]

= f (0)
n + f ′

n + if ′′
n(1.21)Elektrisk polarisasjonFra ligning (1.20) følger det at atomet har et dipolmoment, p, i samme retningsom E og proporsjonalt med E. Den elektriske polarisasjonen, P, er de�nertsom dipolmoment per volumenhet.P er proporsjonal med det elektriske feltetuttrykt ved sammenhengen: P = ǫ0χeE (1.22)



1.4. ELEKTROMAGNETISK VEKSELVIRKNING 25hvor χe er den dielektriske suseptibiliteten til mediet. E er det totale elek-triske feltet med bidrag både fra materialet og det ytre feltet (Gri�ths, 1989,s. 158-164, 175-176).Den dielektiske suseptibiliteten er en materialparameter. De�nisjonen av pa-rameteren er gitt ved den elektriske polarisasjonen i mediet (ligning (1.22)),men den kan også uttrykkes ved elektrontettheten, atomformfaktoren ogstrukturfaktoren. Nn er antall elektroner i atom n (Authier, 2001, s. 36-37):
χe(r) =− reλ

2

π

∑

n

δ(r− rn)fn
⇒− reρ(r)λ2

π

=− reλ
2

πVc

∑h Fh exp(−2πih · r) (1.23)Forskyvningsfelt og brytningsindeksKrystallen betraktes som et dielektrisk medium uten frie ladninger ellerstrømmer. For å beskrive dens elektriske egenskaper introduseres en ny stør-relse, forskyvningsfeltet D (Authier, 2001, s. 28):D = ǫ0E+P = ǫ0(1 + χe)E (1.24)Maxwells ligninger kan nå uttrykkes ved (Gri�ths, 1989, s. 311):
∇ ·D = 0 (1.25a)
∇ ·B = 0 (1.25b)
∇× E = −∂B

∂t
(1.25)

1

µ0

∇×B =
∂D
∂t

(1.25d)
µ0 er permeabiliteten i vakuum og B er den magnetiske �ukstettheten.



26 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONERNår en lar den dielektriske suseptibiliteten, χe, være representert ved singjennomsnittlige verdi, χ0, vil forskyvningsfeltet, D, tilfredsstille bølgelig-ningen:
∇2D = ǫ0µ0(1 + χ0)

∂2D
∂t2

=
1

v2
∂2D
∂t2

(1.26)hvor v er lysets hastighet i mediet.Brytningsindeksen, n, er videre gitt ved:
n ≡ c

v
=

√

1 + χ0 (1.27)Siden χ0 ≪ 1 kan brytningsindeksen skrives som (Authier, 2001, s. 41):
n ≈ 1 +

χ0

2
(1.28)

= 1− reλ
2F0

2πVc
(1.29)Elektrisk dipolstrålingEt elektrisk dipolmoment som varierer med tiden, vil produsere elektromag-netiske bølger. Disse kan observeres i stor avstand fra dipolen og omtales somelektrisk dipolstråling. Det elektriske feltet, E, knyttet til denne strålingenkan bestemmes fra den elektriske Hertz vektoren, Πe. Πe er gitt av medietspolarisasjon, P, gjennom

∇2
Πe − ǫ0µ0

∂2
Πe

∂t2
= −P (1.30)og E kan bestemmes fra:E =

1

ǫ0
∇(∇ ·Πe)− µ0

∂2
Πe

∂t2
(1.31)For en fullstendig utledning av Hertz vektoren og den elektriske feltvektoren,se Authier (2001) side 32.



1.4. ELEKTROMAGNETISK VEKSELVIRKNING 27For et fritt elektron lokalisert i origo, kan polarisasjon uttrykkes ved:P(r, t) = p0 exp (2πiνt)δ(r) (1.32)med p0 = − ǫ0reλ2

π
E0 (se ligning (1.20)). Dette gir opphav til det elektriskefeltet (Authier, 2001, s. 36):E(r, t) = −E0 (reC)

exp [2πi(ν t− k r)]

r
n̂ (1.33)

Figur 1.8: En kulebølge som brer seg radielt utover med observasjonsretning r, dipol-orientering p0 og feltretning n̂. Alle er vektorer i xz-planet.Enhetsvektoren, n̂, som gir feltretningen, ligger i planet utspent av p0 ogobservasjonsretningen r og står vinkelrett på r. Polarisasjonsfaktoren, C, ergitt ved:
C = n̂ · p0

|p0|
(1.34)



28 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER1.5 Kinematisk teoriDen første og enkleste teorien både Darwin (Darwin, 1914a), Ewald (Ewald,1913) og von Laue (von Laue, 1912) introduserte hver for seg, betegnes somkinematisk eller geometrisk di�raksjonsteori. I den kinematiske teorien leggeren til grunn at den innkommende bølgen er upåvirket av spredningsprosesseni planene. Det vil si at alle plan erfarer samme amplitude av innkommendebølge (Authier, 2001, s. 5-6).
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1

2

3

s(a) Vekselvirkning mellom planbølgerog spredere i plan (b) Vekselvirkning mellom planbøl-ger og sprederFigur 1.9: a) Den innkommende strålen (rød) er uendret (amplituden er den samme)gjennom planene. De spredte bølgene (blå) er de som den innkomne bølgen gir opphav til.b) Den innkommende planbølgen (rød) påvirker dipolene slik at de sender ut kulebølger(blå). Disse interfererer ikke med hverandre.Standard formulering av kinematisk teori, Warren (1990) kapittel 3, leggertil grunn en innkommende planbølge.
Eo = Eo exp (−2πiko · r)Tidsfaktoren exp (2πiνt) og feltenes vektornatur tas ikke eksplisitt med iuttrykkene her.Videre er sprederne (elektronene) lokalisert i posisjoner gitt ved vektorene rn.Den resulterende amplituden i observasjonspunktet til den spredte bølgen,fra dette systemet av spredere, er da gitt ved superposisjon:

Eh = −Eo(reC)
exp (−2πikR)

R

∑

n

exp (2πiK · rn) (1.35)



1.5. KINEMATISK TEORI 29Observasjonspunktet er i en avstand R fra origo i en retning spesi�sert vedbølgevektoren kh. K = kh − ko er spredningsvektoren de�nert i avsnitt 1.3.Krystallgitterets periodisitet, avsnitt 1.1, medfører at summen ∑

n i ligning(1.35) må inkludere summen over tillatte translasjonsvektorer T. Ved å de-�nere funksjonen F (K), systemets spredningsamplitude,
F (K) =

∑T exp (2πiK ·T)følger det at:
F (K) =

∑T exp(2πiK ·T)

=
∑

n1

exp(2πiKxn1a)
∑

n2

exp(2πiKyn2b)
∑

n3

exp(2πiKzn3c)

=
sin(πN1Kxa)

sin(πKxa)

sin(πN2Kyb)

sin(πKyb)

sin(πN3Kzc)

sin(πKzc)
(1.36)der N1, N2 og N3 angir antall eller krystallen er bygget opp av. F (K = H)tilsvarer Fh, strukturfaktoren. Intensiteten til spredt stråling, I(K), vil væreproporsjonal med |F (K)|2. Da har en at:

I(K) ∝ sin2(πN1Kxa)

sin2(πKxa)

sin2(πN2Kyb)

sin2(πKyb)

sin2(πN3Kzc)

sin2(πKzc)
(1.37)Ligning (1.37) blir kalt for von Laues interferensfunksjon (Azáro�, 1968, s.186-193).Summen i ligning (1.35) kan generelt erstattes med et integral

∑

n

exp (2πiK · rn) = ∫

ρ(r) exp (2πiK · r)d3rder ρ(r) er elektrontettheten. Ved å nytte ligning (1.4) følger det at:
∑

n

exp (2πiK · rn) = ∑h Fh
Vc

∫

υ

exp (2πiK · h)d3r



30 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONERIntegrasjonen skjer over krystallens volum, υ. Som for von Laues interferens-funksjon, vil en ha et endelig bidrag bare når K ≈ h (Braggs lov er oppfylt).Det følger videre at for spredt intensitet gjelder:
I(K) → Ih ∝ |Fh|2Dette er et nøkkelresultat for kinematisk teori.



1.6. DYNAMISK TEORI 311.6 Dynamisk teoriDet var Ewald som introduserte begrepet dynamisk teori, da han presen-terte arbeidet sitt. Både Darwin, Ewald og von Laue kom frem til at denkinematiske teorien ikke var fullstendig nok i forhold til energibevaring. Dendynamiske teorien tar derfor hensyn til at bølgene erfarer multiple spred-ningsprosesser i mediet (Warren, 1990, s. 315).Darwins dynamiske teoriDarwins dynamiske teori (Darwin, 1914b) tar hensyn til at de re�ekterte ogtransmitterte strålene kan spres �på nytt�, i hvert gitterplan gjennom kry-stallen (Authier, 2006, s. 534).
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s

{
{

Reflekterte/diffrakterte stråler

Transmitterte strålerFigur 1.10: Dynamisk teori: Den innkommende strålen (rød) blir svekket av re�eksjoni planene. De re�ekterte bølgene (blå) spres på nytt i planene og blir svekket på sammemåte som den innkommende strålen.Amplituder og faser for bølgene er knyttet sammen over hvert gitterplan.Dette gir et sett av rekursjonsligninger som er temaet for oppgaven i del II.Ewald og von Laues dynamiske teoriI likhet med Darwins arbeid, gav også Ewalds teori som resultat, at inte-grert intensitet til re�ektert stråle er proporsjonal med absoluttverdien av



32 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONERstrukturfaktoren (Ewald, 1925):
Ih ∝ |Fh| (1.38)Ewalds teori har vist seg å ha et bredere anvendelsesområde enn Darwins.Det viktigste er postulatet av et bølgefelt: Det elektriske feltet inne i krystal-len ved likevekt kan uttrykkes som en sum av planbølger. Bølgevektorene tilplanbølgene er relatert ved de resiproke gittervektorene (Ewald, 1913; Dar-win, 1914b; Authier, 2001, s. 11):E = Eo exp(−2πiko · r) +Eh exp(−2πikh · r) + ... (1.39)I motsetning til Ewalds teori som er på mikroskopisk nivå, er von Lauesmakroskopisk (von Laue, 1931). Det vil si at den tar utgangspunkt i Maxwellsligninger. Ewald så på individuelle dipoler, mens Laues dynamiske teori tokutgangspunkt i den dielektriske suseptibiliteten til mediet som erfarer rønt-genstråling (Authier, 2001, s. 14).Forskyvningsfeltet til en elektromagnetisk bølge i et medium med en konti-nuerlig dielektrisk suseptibilitet, χe tilfredstiller bølgeligningen:

∇×∇× (1− χe)D = − 1

c2
∂2D
∂t

(1.40)Hvor D(r, t) svarer til Ewalds bølgefeltD(r, t) = ∑

g

Dge
2πi(νt−kg·r) (1.41)og den dielektriske suseptibiliteten er:

χe(r) = ∑

h

χhe2πih·r (1.42)I den såkalte fundamentalteorien håndteres amplitudene Dg, ligning (1.41),som posisjonsuavhengige. Ligning (1.40) omformes da til et egenverdipro-blem knyttet til bølgevektorenes felles utgangspunkt. Løsningene gir såkaltedispersjons�ater. Egenverdiproblemets egenvektorer gir bølgekomponentenesamplituder.



1.6. DYNAMISK TEORI 33I teorien utviklet av Takagi først i 1962 og med �ere detaljer i 1969, eramplitudene posisjonsavhengige, men bølgevektorne bestemmes ved midlererefraksjon alene. Likning (1.40) gir da et sett av koblede partielle di�eren-sialligninger for amplitudene (Takagi, 1962; Takagi, 1969).Wagenfeld (1986) har vist at Ewald og von Laues teori er ekvivalente (Wa-genfeld, 1968).
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Kapittel 2Darwin I: Innføring i notasjon ogbegrep
Den første artikkelen til Darwin bygger på von Laues ligninger (avsnitt 1.3)som beskriver interferens av røntgenstråler i krystaller. Fra disse ligningenekan en utlede når konstruktiv interferens inntre�er, men de gir ikke intensi-teten ved dette maksimumet. På Darwins tid var det begrensninger innenforde eksperimentelle rammebetingelsene. Han mente derfor at det var essen-sielt å benytte kulebølger for modellering av røntgenstråler. Darwin brukerogså Braggs teori (avsnitt 1.3) ved å betrakte di�raksjonsfenomenet som enkonsekvens av re�eksjon i parallelle plan av atomer. Han legger til grunn atdisse planene også er parallelle til krystallens over�ate, noe som forenkler degeometriske betraktningene (Darwin, 1914a, s. 315).Før Darwin tok fatt på utledningen av teorien la han fram hvilke antagelsersom lå til grunn. Han antok først at røntgenstrålefenomenet er en gren avoptisk teori som omfatter di�raksjon og dispersjon. Videre antok han at rønt-genstrålene adlyder lovene i den elektromagnetiske teori og at amplituden tilen bølge som passerer gjennom et materie reduseres eksponensielt (Darwin,1914a, s. 315).
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36 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREP2.1 Beregninger for et enkelt plan2.1.1 Bølge spredt av et planEn innkommende stråle, Ai blir modellert som en kulebølge. Ligningen forbølgen har da følgende form når en bruker vanlig krystallogra�sk notasjonfor faseleddet:
Ai = Ã0

exp[2πi(ν t− k R)]

R
(2.1)

Ã0 er amplituden, ν frekvensen, t tiden, k bølgetallet i vakuum og R av-standen fra kilden og ned til krystallen i xz-planet (se �gur 2.1). Ã0

R
er gittsymbolet A0 hos Warren (1990). Aktuell sammenheng mellom dimensjoneneblir [Ã0] = [Ai] × m. Ved å bruke skrivemåten i ligning (2.1) kan en se atbølgens amplitude blir redusert jo lenger bort fra kilden en kommer. Detantas at strålekilden har en gitt utstrekning slik at R > 0 og ligningen kanderfor ikke divergere.Fra �gur 2.1 kan en tenke seg en spreder, i form av en dipol, plassert i origo.Sprederen vil i praksis være et atom som genererer spredt stråling tilsvarendeen kulebølge. Bidragene fra alle atomene i xy-planet summeres. Tettheten avspredere i planet er stor og de antas å være av samme type. Summen kanerstattes med et integral siden fasen varierer lite mellom naboatomer. Dentotale re�ekterte bølgen fra et gitt arealelement, (dξ dη), vil være beskrevetved ligningen:

d2Ar = Ã0 f(2θ, k)N dhkl
exp{2πi[ν t− k(|−−→KQ|+ |−→QP |)]}

R(ρ− R)
dξdη (2.2)

f(2θ, k) omtales som spredningslengden for spredning av røntgenstråling foren vinkel 2θ. Spredningslengden er et mål for styrken på vekselvirkningenmellom spreder og eksisterende bølge. Darwin antok at en kan bruke en gjen-nomsnittsverdi for denne vekselvirkningen. N er antall spredere per volumen-het i krystallen og dhkl er avstanden mellom de parallelle planene. Produktet
Ndhkl blir da antall spredere per arealenhet. For en vilkårlig posisjon, Q, iplanet er veilengden, kilde - detektor, lik Rξη + rξη = |−−→KQ| + |−→QP |, se �gur2.1.



2.1. BEREGNINGER FOR ET ENKELT PLAN 37

Figur 2.1: En strålekilde er plassert iK og sender ut en stråle som tre�er origo,O. Strålenblir re�ektert til P , både K, O og P ligger i xz-planet, spredningsplanet. Punktene K0 og
P0 er symmetrisk plassert i forhold til K og P . Avstanden fra K til P0, og fra P til K0 erlik ρ . En alternativ vei for strålen er å �tre�e� et punkt, Q, i xy-planet, og bli re�ekterttil P. xy-planet er et vilkårlig, semiuendelig Bragg plan i krystallen og geometrien ervalgt på en slik måte at R + r er den korteste veien mellom K, xy-planet og P . Vinkelenmellom den innkommende strålen og planet er lik vinkelen til den re�ekterte strålen.Krystallove�aten er parallell med xy-planet, slik at den re�ekterte bølgen vil falle på densamme krystallover�aten som den innkommende bølgen. (Figuren er gjengitt fritt etterWarren 1990, s. 316).Matematiske detaljer:For å �nne |−−→KQ|+ |−→QP | i ligning (2.2) kan en bruke følgende fremgangs-måte:

−−→
KQ =

−−→
KO +

−→
OQ = (R cos θ ı̂− R sin θ k̂) + (ξ ı̂+ η ̂)

|−−→KQ| =
√

(R cos θ + ξ)2 + η2 +R2 sin2 θ = R

√

1 +
2 ξ cos θ

R
+

ξ2 + η2

R2En bruker videre at rekkeutviklingen av √
1 + x = 1 + 1

2
x − 1

8
x2 + ...og antar at ξ og η er små sammenlignet med R. Tar med ledd til andreorden og får:

|−−→KQ| ≈ R + ξ cos θ +
ξ2 sin2 θ

2R
+

η2

2R



38 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREP
−→
QP =

−→
OP −−→

OQ = [(ρ− R) cos θ ı̂+ (ρ−R) sin θ k̂]− (ξ ı̂+ η ̂)På tilsvarende måte som for |−−→KQ| �nnes |−→QP |:
|−→QP | =

√

[(ρ− R) cos θ − ξ]2 + η2 + (ρ− R)2 sin2 θ

≈ (ρ− R)− ξ cos θ +
ξ2 sin2 θ

2(ρ− R)
+

η2

2(ρ− R)Den totale veilengden kan da uttrykkes som:
|−−→KQ|+ |−→QP | = ρ+

ρ

2R (ρ− R)
(ξ2 sin2 θ + η2)I sin utledning bruker Darwin Fresnel integraler (Warren, 1990, s. 318) forå bestemme et uttrykk for den re�ekterte bølgen. Det aktuelle integraletfremkommer nå ved bruk av standard programvare (Mathematia 8.0):

∞
∫

−∞

exp(−iα r2)dr = (
π

α
)1/2 exp(−i

π

4
)Ved å bruke dette på ligning (2.2) �nner en den re�ekterte bølgen fra etuendelig stort plan som:

Ar =

∞x

−∞

d2Ar

= Ã0
exp[2πi (ν t− k ρ)]

ρ
f(2θ, k)N dhkl

ρ

R(ρ− R)
×

∞x

−∞

exp

[

−πi
k ρ

R(ρ− R)
(ξ2 sin2 θ + η2)

]

dξdη

= f(2θ, k)
N dhkl
k sin θ

exp (−i
π

2
) Ã0

exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ
(2.3)Av denne ligningen kan en se at den re�ekterte bølgen vil ha et faseskifte på

π
2
i forhold til den innkommende bølgen. Det medfører at en stråle som blirre�ektert to ganger er i motfase med den innkommende strålen. Dette svarertil destruktiv interferens.



2.1. BEREGNINGER FOR ET ENKELT PLAN 392.1.2 Re�eksjonskoe�sientDarwin introduserer nå størrelsen re�eksjonskoe�sient, −iq , ut fra ligning(2.3). Re�eksjonskoe�sienten forteller hvor stor del av den innkommendebølgen som blir re�ektert:
−iq = f(2θ, k)

N dhkl,

k sin θ
exp (−i

π

2
) (2.4)Den re�ekterte bølgen i ligning (2.3) vil da være gitt på følgende form:

Ar = −iq Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ
(2.5)Oversettelsesskjema for symbolerSpredningslengden tilknyttet vekselvirkningen mellom røntgenstråling og etatom er vanligvis gitt som (Authier, 2001):

f(2θ, k) → −re f(2θ, k)C

re er den klassiske elektronradien. f(2θ, k) er atomformfaktoren for røntgen-stråling. Ved foroverspredning er den lik Z, antall elektroner assosiert meddet gitte atomet. C er polarisasjonsfaktoren. I en standard tostrålesitua-sjon (avsnitt 1.3) er den lik cos 2θ når den innkommende bølgens elektriskefeltvektor ligger i spredningsplanet og lik 1 når den innkommende bølgenselektriske feltvektor står vinkelrett på spredningsplanet (avsnitt 1.2). Det-te gir re�eksjonskoe�sienten på tilsvarende form som Borie (1967) utleder.Dimensjonsanalyse indikerer videre at en kan identi�sere
N f(2θ, k) → −reC Fh

Vc
(2.6)med Fh lik den aktuelle strukturfaktoren og Vc lik volumet til enhetsellen.I denne overgangen er det enhetsellen, som kan inneholde ulike atomtyper,som blir den sentrale spredende enhet. Ved å erstatte avstanden mellom pla-nene, dhkl, med den inverse absoluttverdien av den resiproke gittervektoren

|h| (se avsnitt 1.1) og bruke at k = 1
λ
, �nner en at Darwins re�eksjonskoe�-sient kan uttrykkes ved:



40 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREP
−iq = i

λ reC

Vc |h| sin θ Fh (2.7)Når denne de�nisjonen tas med, blir q generelt kompleks. Re�eksjonskoef-�sienten er av størrelsesorden 10−5. Det vil si at det bare er rundt 0.01h avden innkommende strålen som blir re�ektert av planet.
Figur 2.2: Viser sammenhengen mellom planavstand, dhkl = 1

|h| , veilengde, △, og spred-ningsvinkel θ.Fra �gur 2.2 kan en se at aktuell sammenheng mellom størrelsene er:
△ sin θ =

1

|h|
△ =

1

|h| sin θRe�eksjonskoe�sienten kan da uttrykkes:
−iq = i

λ reC△
Vc

Fh (2.8)hvor størrelsen
−iκ = i

λ reC

Vc
Fh (2.9)er spredningsevnen per lengdeenhet.



2.1. BEREGNINGER FOR ET ENKELT PLAN 412.1.3 BrytningsindeksVi skal nå se på bølger som transmitteres gjennom et plan. Re�eksjonen iplanene antas her som neglisjerbar (se �gur 2.3). Transmisjonskoe�sientensvarer til re�eksjonskoe�sienten der atomformfaktoren f(2θ, k) → f(0, k).Transmisjonskoe�sienten betegnes som −iq0 og den transmitterte bølgen fraplan s = 0 kan skrives slik:
A

(0)
t = Ã0

exp[2πi(νt− kR)]

R
− iq0Ã0

exp[2πi(νt− kR)]

R
(2.10)Det første leddet beskriver den opprinnelige bølgen fra kilden på plan s = 0i krystallen og det siste leddet er tillegget på grunn av spredning i planet.Ved å anta at q0 er liten og bruke approksimasjonen:

e−iq0 ≈ 1− iq0 (2.11)Blir uttrykket for bølgen nå:
A

(0)
t = (1− iq0)Ã0

exp[2πi(νt− kR)]

R
≈ Ã0

exp[2πi(νt− kR)− iq0]

R
(2.12)

0

1

2

3

s

dhkl

Figur 2.3: Foroverspredning: Den røde linjen beskriver den innkommende strålen somblir svekket av absorpsjon og på grunn av multippel spredning i foroverretning. dhkl angirplanavstanden.I denne beskrivelsen av bølgen er det i utgangspunktet ikke tatt hensyn tilabsorpsjon i planet og Darwin tilføyer derfor en dempningsfaktor b. Siden q0her er antatt reell blir b håndtert for seg. Dette er en konsekvens av at q0 i



42 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREPpraksis er kompleks og følgelig har en imaginærdel. En annen måte å innføreabsorpsjon på er ved å multiplisere bølgen med (1− b− iq0) (Darwin, 1914b,s. 678)). Den transmitterte bølgen kan nå skrives som:
A

(0)
t = Ã0b

exp[2πi(νt− kR)− iq0]

R
(2.13)Dette gjelder for plan s = 0. Når den transmitterte bølgen fra plan s = 0,tre�er det neste planet, vil den bli spredt på ny. Noe blir også absorbert ogdet må derfor tas hensyn til absorpsjon. Dette gjøres ved å multiplisere A(0)

tmed b og ta med tillegget fra den spredte bølgen fra plan s = 1. Denne vilogså bli dempet i plan s = 1. Den transmitterte bølgen fra dette planet blirda:
A

(1)
t =

[

(1− iq0)Ã0b
exp {2πi[νt− k(R + dhkl csc θ)]}

R

−iq0Ã0b
exp {2πi[νt− k(R + dhkl csc θ)]}

R

]

· b

≈ Ã0b
2 exp {2πi[νt− k(R + dhkl csc θ)]− 2iq0}

R

(2.14)
dhkl csc θ er den ekstra lengden den innkommende strålen må gå fra plan
s = 0 til plan s = 1. Fordi dhkl csc θ ≪ R er nevneren tilnærmet konstant lik
R.Ved å gjøre tilsvarende beregninger for de neste planene �nner vi at ligningenfor den transmitterte bølgen fra plan s blir:

A
(s)
t = Ã0b

s+1 exp {2πi[νt− k(R + sdhkl csc θ)]− (s+ 1)iq0}
R

(2.15)Intensiteten til den transmitterte bølgen er proporsjonal med kvadratet avamplituden. Absorpsjonskoe�sienten de�nert på intensitetsnivå er derfor:
b2j = exp(−µl0) ⇒ b2 = exp(−µdhkl csc θ) (2.16)Her er veilengden gjennom krystallen gitt ved l0 = jdhkl csc θ og µ er denlineære absorpsjonskoe�sienten. j er totalt antall plan i krystallen.



2.1. BEREGNINGER FOR ET ENKELT PLAN 43Telleren i ligning (2.15) kalles for fasefaktoren og kan nå ved utgangen avkrystallen, skrives som:
exp {2πi[νt− k(R + jdhkl csc θ)]− iq0j}

=exp {2πi[νt− k(R + l0)]− iq0
l0 sin θ

dhkl
}

=exp[2πi(νt− kR)] exp[−2πikl0(1 +
q0 sin θ

2πkdhkl
)]Vi ser altså her at bølgetallet til bølgen i krystallen har forandret seg i forholdtil i vakuum. Darwin de�nerte denne forandringen som brytningsindeksen tilkrystallen:

n = 1 +
q0 sin θ

2πkdhkl
(2.17)som tilsvarer ligning (1.29):

n = 1− λ2re
2πVc

F0



44 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREP2.2 Beregninger for �ere plan2.2.1 ResultantamplitudeVed å kjenne re�eksjonskoe�sienten for re�eksjon fra plan og brytningsin-deksen til mediet, kan en nå gå videre og summere bølgene re�ektert fra�ere plan. En kan da bestemme amplituden til den totalt di�rakterte bølgen,resultantamplituden Ah.

Figur 2.4: Tverrsnitt av plan 0, 1, . . . , s, . . . , j. Strålekilden er plassert i K og detektorener plassert i P. For å gjøre geometrien enklere er K og P plassert symmetrisk i forhold tilmidtnormalen gjennom O0, O1, . . . , Os, . . . , der strålene fra K tre�er planene i krystallen.
I0, I1, . . . , Is, . . . , er tenkte kilder for de re�ekterte bølgene.Fra �gur 2.4 er |−−→I0P | = ρ0, . . . , |

−−→
IsP | = ρs og |−−→I0Is| = 2sdhkl. Vinkelen

6 (OsK, OsIs) = 2θs og 6 (OsK, OsP ) = π − 2θs.Fra ligning (2.5) har vi den re�ekterte bølgen fra det øverste planet, s = 0.Den innkommende bølgen til det andre planet er transmittert gjennom detøverste planet, og gitt av ligning (2.13). Ved å bruke samme fremgangsmåtesom i avsnitt 2.1 for å beregne den transmitterte strålingen fra et plan, �nneren også uttrykket for den transmitterte strålingen for s = 1. Denne re�ektertebølgen tre�er det øverste planet igjen og blir dermed transmittert og det skjeren absorpsjon. Fra avsnitt 2.1.3 har en da at strålen som tre�er målepunktet
P er gitt som:
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A(1)

r = −iq b2 Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ1)− 2iq0]

ρ1Ved å gjøre dette for alle planene og summere alle bidragene, �nner en dentotale amplituden for den re�ekterte strålingen fra s plan som:
Ah = (−iq) Ã0

exp [2πi (ν t− k ρ0)]

ρ0

+ (−iq) b2 Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ1)− 2iq0]

ρ1
+ · · ·

+ (−iq) b2s Ã0
exp [2πi (ν t− k ρs)− 2isq0]

ρs
+ · · · (2.18)Det er en form for asymmetri i dette uttrykket: q0 blir tatt nøye med iregnskapet, mens −iq bare blir tatt med en gang. Denne modellen tar nøyehensyn til spredningsbidragene i foroverretning og absorpsjon. Utover dettetas det ikke hensyn til multippel spredning. Dette gir kinematisk intensitet,men med korrekt refraksjonse�ekt, det vil si en kodet versjon av Braggs lov,når mediets brytningsindeks tas i betraktning.En kan anta at ρ0 ≈ ρs for nevneren i ligning (2.18) og ved å sette inn for b2(ligning (2.16)) blir Ah faktorisert på følgende måte:

Ah =− iq Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ0)]

ρ0
× {1 + exp[−µdhkl csc θ + 2πik (ρ0 − ρ1)− 2iq0]

+ · · ·
+ exp[−sµdhkl csc θ + 2πik (ρ0 − ρs)− 2isq0]

+ · · · }Videre gjør Darwin tilnærmingen ρ0 − ρs ≈ −|−−→I0Is| sin θ0, erstatter ρ0 → ρog θ0 → θ. Totalre�eksjonsamplituden blir da:
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Ah = −iq Ã0

exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ

∞
∑

s=0

exp(−sµdhkl csc θ − 4πiksdhkl sin θ − 2isq0)

≈ −iq Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ

1

1− exp (−µdhkl csc θ − 4πikdhkl sin θ − 2iq0)Matematiske detaljer:For å beregne ∑∞

s=0 exp(−sµdhkl csc θ − 4πiksdhkl sin θ − 2isq0) brukeren reglene for geometriske summer.
∞
∑

s=0

exp(−sµdhkl csc θ − 4πiksdhkl sin θ − 2isq0) =
∞
∑

s=0

xshvor x = exp (−µdhkl csc θ − 4πikdhkl sin θ − 2iq0)For geometriske summer gjelder:
j

∑

s=0

xs =
1− xj

1− xTotalt antall plan, j, går mot uendelig,
lim
j→∞

xj → 0siden ℜ(−µdhkl csc θ− 4πikdhkl sin θ− 2iq0) < 0 når en har absorpsjon isystemet. Finner da den tilnærmede summen som:
∞
∑

s=0

xs ≈ 1

1− x
=

1

1− exp (−µdhkl csc θ − 4πikdhkl sin θ − 2iq0)Braggs ligning kjenner en som 2dhkl sin θB = nλ eller uttrykt som 2kdhkl sin θB =
n, hvor θB er Bragg vinkelen, se avsnitt 1.3. Ved å utvikle en Taylorrekke(matematisk detalj s. 47) for sin θ om θB og sette dette inn i Braggs ligningfår en:

2πkdhkl sin θ ≈ nπ + 2πkdhkl(θ − θB) cos θBVed å sette dette inn i uttrykket for den totale re�eksjonsamplituden, Ah�nner en:
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Ah = −iq Ã0

exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ

× 1

1− exp[−µdhkl csc θB − 4πikdhkl(θ − θB) cos θB − 2iq0]

≈ −iq Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ

× 1

µdhkl csc θB + 2i[2πkdhkl(θ − θB) cos θB + q0]
(2.19)Denne tilnærmingen kan gjøres ved å bruke rekkeutviklingen av eksponen-tialfunksjonen når argumentet ≪ 1.Matematiske detaljer:Taylorrekken for sin θ om θB kan en �nne på følgende måte:

sin θ = sin [(θ − θB) + θB]

= sin (θ − θB) cos θB + cos (θ − θB) sin θBSiden en er interessert i vinkler nær Bragg vinkelen, vil θ−θB være liten.Derfor nyttes rekkeutviklingene for sin (θ − θB) og cos (θ − θB) til førsteorden. Setter dette inn i ligningen over og får da uttrykket for sin θ lik:
sin θ ≈ (θ − θB) cos θB + sin θBFor å �nne Taylorrekken til csc θ om θB kan en nytte programvare somMatematia 8.0. En tar med første ordens ledd og får:

csc θ ≈ csc θB



48 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFØRING I NOTASJON OG BEGREP2.2.2 Intensitet og e�ekt til strålingenIntensiteten til den re�ekterte bølgen, Ih, er proporsjonal med kvadratet avstørrelsen på amplituden, Ih ∝ |Ah|2, som �nnes ved å multiplisere ligning(2.19) med den komplekskonjugerte (Gri�ths, 1989, s.359):
Ih ∝ |q|2

ρ2
1

(µdhkl csc θB)2 + 4[2πkdhkl(θ − θB) cos θB + q0]2
(2.20)

θ0 beskriver nå den virkelige vinkelen mellom den innkommende strålen ogplanene. Vi ser av ligningen over at intensitetsfunksjonen har sin maksimal-verdi når θ = θ0 der θ0 tilfredsstiller ligningen
(θ0 − θB) cos θB +

q0
2πkdhkl

= 0 (2.21)Dersom en setter inn uttrykket for transmisjonskoe�sienten, q0, gitt i ligning(2.4), �nner en hvor stort avviket til θ0 er i forhold til Bragg vinkelen.
θ0 − θB = ∆θB = − q0|h|λ

2π cos θB
≈ λ2reC

Vcπ sin 2θB
ℜF0 (2.22)Dette samsvarer med ligning (4.26) s. 572 i Authier (2001). Denne forskjel-len er av størrelsesorden 10−6. Ligning (2.20) viser også at Ih ∝ |Fh|2 somforventes i en kinematisk modell (avsnitt 1.5).
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Kapittel 3Darwin II: Symmetrisk re�eksjoni Bragg geometri
Dette kapittelet tar for seg Bragg re�eksjon med utgangspunkt i Darwinsandre artikkel (Darwin, 1914b). Det er lagt vekt på å fornye språket ogformlene slik at de lett kan brukes. De er i tillegg utvidet til å ta hensyn tilanomal spredning og dermed også absorpsjon. For å sette kapittelet inn i enfaglig sammenheng, vises det også til andre forfattere som har brukt Darwinsbidrag innenfor dynamisk røntgendi�raksjonsteori.Etter å ha utført eksperimenter, kom Darwin fram til at beregningene avintensiteten til di�rakterte røntgenstråler i en krystall, ikke samsvarte meddet som ble observert. Dette er grunnen til at Darwin skriver en oppfølgendeartikkel til Darwin I (Darwin, 1914a, s. 1). I Darwin II (Darwin, 1914b, s.675) inkluderer han en ny faktor. Denne faktoren tar hensyn til at elektronersom blir tru�et av elektromagnetisk stråling vil generere ny stråling som igjenvil påvirke de andre elektronene (se avsnitt 1.4). Darwin valgte nå å brukeplanbølger siden dette forenklet beregningene.3.1 Kombinasjon av planI tillegg til den multiple vekselvirkningen mellom de ulike bølgene, tok hanogså hensyn til en liten absorpsjon i planene. Fasefaktoren til den innkom-mende og transmitterte bølgen som tre�er et plan av atomer kan skrivessom: 51



52KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRI
exp{2πi[ν t− k (x cos θ − z sin θ)]} (3.1)Bølgevektoren, ko, til de to bølgene er:

ko = k(cos θ ı̂− sin θ k̂) (3.2)Tilsvarende kan fasefaktoren til den re�ekterte bølgen fra over�aten tilkrystallen skrives som:
exp{2πi[ν t− k (x cos θ + z sin θ)]} (3.3)assosiert med bølgevektor:

kh = k(cos θ ı̂ + sin θ k̂) (3.4)(se �gur 1.5)Darwin multipliserte den transmitterte bølgen med faktoren (1 − b) hvor brepresenterer absorpsjonen i planet og er lik:
b =

1

2
µ dhkl csc θ (3.5)Fordi b og q0 er små størrelser vil produktet (1− b)(1− iq0) ≈ (1− b− iq0).Absorpsjonen kan også trekkes inn i imaginærdelen av q0 (Als-Nielsen andMMorrow, 2001, s. 68-69). Vi lar nå T0 representere amplituden og fasen tilden innkommende bølgen til plan 0, Ts representere amplituden og fasen tilden transmitterte bølgen like over plan s og S0 representere amplituden ogfasen til den re�ekterte bølgen fra plan 0. Ss er den totale re�ekterte bølgenlike over plan s (se �gur 3.1).
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0
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s

T0

T1
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z

x

Figur 3.1: Spredning i plan.
Ss er et resultat av den delen av Ts som blir re�ektert i plan s og den delen av
Ss+1 som blir transmittert gjennom det(se �gur 3.3). Vi ønsker å få uttrykkettil den re�ekterte bølgen, Ss+1, like under plan s. For å få denne multipliserervi med en fasefaktor, exp(−iφ), siden fasen til bølgen vil være forskjøvet (se�gur 3.2). φ = 2 π k dhkl sin θ.

qq

q q
dhkl

Ss +1

Ss
Ts

Ts +1

s +1

s

dhkl sinqdhkl sinq

z

x

{ {Figur 3.2: dhkl sin θ er den ekstra lengen den re�ekterte bølgen må gå.Dersom den ekstra veilengden den transmitterte bølgen og den re�ektertebølgen tilsammen må gå, 2 dhkl sin θ, er lik et helt antall bølgelengder, vil deninterferere konstruktivt med den re�ekterte bølgen fra planet over (se avsnitt1.3).Den totale spredte bølgen gjennom plan s kan da skrives som:
Ss = −iqTs + (1− b− iq0) exp(−iφ)Ss+1 (3.6)



54KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIDet første leddet tilsvarer den transmitterte bølgen inn på plan s multiplisertmed den aktuelle re�eksjonskoe�sient. Det siste leddet tilsvarer den re�ek-terte bølgen fra plan s + 1 fasekorrigert for å få bølgen like under plan s.Ved å multiplisere med (1 − b − iq0) får vi med tillegget for absorpsjon ogtransmisjon av denne bølgen i plan s. Dette er den første av de to rekursjons-ligningene Darwin kom fram til.På samme måte er Ts+1 et resultat av den delen av Ts som er transmittertgjennom plan s og den delen av Ss+1 som er re�ektert i det (Se �gur 3.3).Den totale transmitterte bølgen fra plan s blir da:
exp(iφ)Ts+1 = (1− b− iq0)Ts − iq̄ exp(−iφ)Ss+1 (3.7)

s

s

s+1

s+1

s-1

s-1

Ts

Ts

Ts+1

Ss

Ss+1

exp(i )Tf s+1exp(-i )Sf s+1

Ss

z

z

Figur 3.3: Ss tilsvarer summen av den re�ekterte bølgen fra plan s og den transmitterte
Ss+1 like under plan s. For å få Ss+1 like under plan s er den multiplisert med aktuellfasefaktor.



3.1. KOMBINASJON AV PLAN 55Darwin tar ikke hensyn til anomal spredning. Ved å ta hensyn til det, vil re-�eksjonskoe�sienten ikke nødvendigvis være den samme for over- og under-siden til planet. James (1962) de�nerer derfor q̄ som re�eksjonskoe�siententil undersiden av planet og lar q være re�eksjonskoe�esienten til oversidenav planet. Dette svarer til FH̄ og FH (Tilley, 2007; James, 1962, s 56).Ved å multiplisere ligning (3.7) med exp(−iφ) får vi ligningen for Ts+1:
Ts+1 = (1− b− iq0) exp(−iφ)Ts − iq̄ exp(−i2φ)Ss+1 (3.8)(Warren, 1990, s. 321)Vi ønsker nå å eliminere Ss og Ss+1 fra ligning (3.6) og ligning (3.8) slikat vi får en rekursjonsligning som bare involverer transmitterte bølger. Vedå løse ligning (3.8) med hensyn på Ss+1 og substituere s + 1 med s, får vihenholdsvis:

Ss+1 =
Ts+1 − (1− b− iq0) exp(−iφ)Ts

−iq̄ exp(−i2φ)
(3.9a)og Ss =

Ts − (1− b− iq0) exp(−iφ)Ts−1

−iq̄ exp(−i2φ)
(3.9b)Setter så ligning (3.9a) og (3.9b) inn i (3.6) og får:

(1− b−iq0) exp(−iφ) [Ts−1 + Ts+1 ]

= [ 1 + qq̄ exp(−i2φ) + (1− b− iq0)
2 exp(−i2φ) ]Ts (3.10)Siden en standard rekusjonsligning på formen yn+1 = ynx har løsning yn =

xny0 (Boye and DiPrima, 2005, s. 121) prøver vi en løsningen til ligning(3.10) på formen:
Ts = T0x

s (3.11)Når vi bruker dette uttrykket i ligning (3.10), får vi en andregradsligning forx :
(1− b−iq0) exp(−iφ) [ x−1 + x ]

= 1 + qq̄ exp(−i2φ) + (1− b− iq0)
2 exp(−i2φ) (3.12)



56KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIFor at ikke intensiteten til den transmitterte bølgen skal øke gjennomkrystallen, må |x| ≤ 1. Ved å sette inn løsningen Ts = T0x
s i ligning (3.9a)og (3.9b) får vi at Ss+1 = Ssx. Dette uttrykket i ligning (3.6) og sammenmed ligning (3.11) gir:

Ss = T0
−iqxs

1− x(1− b− iq0) exp(−iφ)
(3.13)Ved å sette s = 0 får vi at forholdet mellom amplituden til den re�ekterte bøl-gen og amplituden til den innkommende bølgen ved over�aten til krystallenblir:

S0

T0

=
−iq

1− x(1− b− iq0) exp(−iφ)
(3.14)De�nerer så en vinkel θ0 som ligger nær Bragg vinkelen, θB, ved at:

2πdhkl sin θ0
λ

= mπ − q0 (3.15)hvor q0 er en reell størrelse og vil gi oss vinkelskiftet ∆θB.



3.1. KOMBINASJON AV PLAN 57Matematiske detaljer:Ved å løse ligning (3.15) med hensyn på mλ får vi:
mλ = 2dhkl sin θ0 +

q0λ

π
(3.16)Fra avsnitt 2.1.3 ligning (2.17) har vi at brytningsindeksen er gitt ved:

n = 1 +
q0 sin θB
2πkdhkl

→ q0 =
2πdhkl(n− 1)

λ sin θB
(3.17)Setter så ligning (3.17) inn i ligning (3.16) og får Braggs lov (se avsnitt1.3) med korreksjon for brytning (Azáro�, 1968, s. 131).

mλ = 2dhkl sin θ0

[

1− 1− n

sin θ0 sin θB

] (3.18)
≈ 2dhkl sin θ0

[

1− 1− n

sin2 θB

] (3.19)Derfor må θ0 være den eksakte Bragg vinkelen der en har tatt hensyn tilbrytningsindeksen.Siden vi kun er interessert i et vinkelintervall som ligger nær θ0, introduserervi en liten størrelse v som modellerer vinkelavviket fra θ0 slik at:
2πdhkl sin θ0

λ
= mπ − q0 + v (3.20)hvor

v =
2πdhkl

λ
(sin θ − sin θ0) =

2πdhkl
λ

cos θ0(θ − θ0) (3.21)For matematiske detaljer se avsnitt 2.2 s 47.



58KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIVed å kombinere at φ = 2π dhkl sin θ
λ

og ligning (3.20) får vi at:
exp[−iφ] = exp[−i(mπ − q0 + v)]

= (−1)m exp[i(q0 − v)]

= (−1)m
(

1 + iq0 − iv +
(iq0 − iv)2

2
+ . . .

)

≈ (−1)m (1 + iq0 − iv) (3.22)Vi kan se bort fra ledd av andre orden fordi q0 og v er små størrelser.Ved å sette uttrykket for exp[−iφ] inn i ligning (3.14) og igjen se bort fraledd av andre orden (b er også liten), får vi:
S0

T0

=
−iq

1− x(−1)m(1− b− iv)
(3.23)hvor x er roten av

(−1)m(1− b− iv)[ x−1 + x ] = 1 + qq̄ + (1− b− iv)2 (3.24)Denne ligningen kan �nnes ved å sette uttrykket for exp[−iφ] inn i ligning(3.12) og igjen se vekk fra ledd høyere enn orden to.For å bestemme x, prøver vi:
x = (−1)m(1− η) (3.25)hvor η er en liten størrelse. Vi velger løsningen (ligning (3.27)) slik at |x| ≤ 1.Vi får da, ved å bruke rekkeutvikling for 1

1−η
og neglisjere ledd hvor η er avorden større enn to:

x−1 + x =(−1)m
[(

1

1− η

)

+ (1− η)

]

=(−1)m(1 + η + η2 . . .+ 1− η)

= (−1)m(2 + η2) (3.26)



3.2. SPREDNING I PLAN UTEN ABSORPSJON 59Kombinerer så dette med ligning (3.24) og får:
η2 = qq̄ + (b+ iv)2 (3.27)

→ η =± [qq̄ + (b+ iv)2]
1

2 (3.28)Bruker så ligning (3.25) og ligning (3.27) i ligning (3.23). Ser vekk fra b, v og ηav høyere orden enn to siden de er små størrelser. Uttrykk for den re�ekterteog innkommende bølgen til plan s avhengig av v blir da:
S0

T0
=

−iq

b+ iv ± [qq̄ + (b+ iv)2]
1

2

(3.29)Warren (1990) skriver uttryktet avhengig av en vinkelvariabel og innfører �renye variabler: ǫ = θ − θ0, u, ū og h slik at:
ǫ = θ − θ0 =

vλ

2πdhkl cos θB
, u =

qλ

2πdhkl cos θB
, ū =

q̄λ

2πdhkl cos θB
, h =

bλ

2πdhkl cos θB
.(3.30)Tilsvarende:

ǫ = θ − θ0, u =
−λ2re

Vcπ sin 2θB
FH , ū =

−λ2re
Vcπ sin 2θB

FH̄ , h =
µλ

π sin 2θB
.(3.31)Ved å sette de nye variablene inn i ligning (3.29) får vi at forholdet blir:

S0

T0
=

−iu

h + iǫ± [uū+ (h+ iǫ)2]
1

2

(3.32)3.2 Spredning i plan uten absorpsjonNår absorpsjonen er så liten i forhold til re�eksjonskoe�sienten, at den kanneglisjeres kan ligning (3.32) skrives som:
S0

T0

=
−iu

iǫ± (uū− ǫ2)
1

2

(3.33)



60KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIDette uttrykket fungerer bra når ǫ2 < uū fordi vi da ikke får et negativt tallunder rottegnet. Når ǫ2 > uū er det hensiktsmessig å skrive om uttrykket vedat (uū−ǫ2)
1

2 = i(ǫ2−uū)
1

2 . Forholdet mellom den re�ekterte og innkommendebølgen kan da skrives som:
S0

T0

=
−u

ǫ± (ǫ2 − uū)
1

2

(3.34)For å avgjøre hvilket fortegn som skal brukes i nevneren, tar Warren (1990)utgangspunkt i at nevneren ikke skal gå mot null for store verdier av ǫ. Vimå derfor bruke negativt fortegn når ǫ er negativ og positivt fortegn når ǫ erpositiv. Als-Nielsen og MMorrow (2001) kommer fram til samme avgjørelse,men bruker en annen argumentasjon. Ved valg av positivt fortegn, vil grensen
ǫ ≫ u gi en redusert intensitet tilsvarende [u/(2ǫ)]2. For negative ǫ, velgerde negativt tegn slik at for |ǫ| ≫ u vil dette igjen gi en redusert intensitettilsvarende [u/(2ǫ)]2. Når |ǫ| < u vil roten bli imaginær og intensitetsforholdetvil da bli 1 (Warren, 1990; Als-Nielsen and MMorrow, 2001, s. 182).Forholdet mellom intensiteten til den totale spredte strålingen og intensitetentil den innkommende strålingen kan skrives som:

Ih
I0

=

∣

∣

∣

∣

S0

T0

∣

∣

∣

∣

2 (3.35)Forholdet for de tre forskjellige vinkelområder blir da:
Ih
I0

=







































|u|2
[

ǫ− (ǫ2 − uū)
1

2

]2 ǫ < −u

1 −u ≤ ǫ < u

|u|2
[

ǫ+ (ǫ2 − uū)
1

2

]2 ǫ ≥ u

(3.36)
I området −u < ǫ < u er forholdet lik én. Det vil si at intensiteten tilden re�ekterte strålen er lik intensiteten til den innkommende. Vi sier da atre�eksjonen er perfekt.



3.2. SPREDNING I PLAN UTEN ABSORPSJON 613.2.1 Gra�sk framstilling av Ih/I0 som funksjon av ∆θDet er hensiktsmessig å plotte Ih/I0 som funksjon av ∆θ. Dette kan gjøre vedå uttrykke ligning (3.36) som en funksjon av η = ǫ/u. Intensitetsforholdetblir:
Ih
I0
(η) =



























1

η − (η2 − 1)
1

2

η < −1

1 −1 ≤ η < 1

1

η + (η2 − 1)
1

2

η ≥ 1

(3.37)
Dette uttrykket kan enkelt plottes, i for eksempel Mathematia 8.0 (se Ap-pendiks) . Ved å erstatte η med 2π

1000·360
u plottes intensitetforholdet somfunksjon av ∆θ i 1

1000
grader. Resultatet blir da den kjente �roking urve"(se �gur 3.4) uten absorpsjon.
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Figur 3.4: Darwin kurven for symmetrisk Bragg re�eksjon uten absorpsjon. Her forSilisium, med valgte størrelser: hkl = 202 og λ = 1.0 Å. Kurven er symmetrisk om ∆θ = 0som tilsvarer θ = θ0 ( Minner om at θ0 er Bragg vinkelen korrigert for brytning). Idet midterste området er intensitetsforholdet lik 1. Det vil si at re�eksjonen er perfekt.Intensiteten til den innkommende strålen er altså lik intensiteten til den re�ekterte.



62KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRI3.3 Spredning i plan med absorpsjon3.3.1 Darwins bidragDa Darwin hadde kommet fram til ligning (3.29) valgte han å se vekk i fraabsorpsjon i videre beregninger fordi han mente at b var mye mindre enn
q slik at b/q kunne neglisjeres. James (1962) brukte Darwins bidrag for åberegne intensitetsforholdet uten absorpsjon, men brukte Prins-metoden forberegninger med absorpsjon.3.3.2 Prins-metodenJ. A. Prins (Prins, 1930) bygget videre på Darwin og Ewalds dynamiske teori.Han la vekt på inn�ytelsen absorpsjon har og kom fram til et uttrykk forintensitetsforholdet hvor absorpsjonen ikke var neglisjert. Prins gjorde dettepå en enklere måte enn Darwin. I steden for å introdusere absorpsjonsfaktoren
b ved å multiplisere den innkommende amplituden med (1 − b − iq0) for åfå amplituden til den transmitterte bølgen, antok Prins at q, q̄ og q0 varkomplekse størrelser(James, 1962, s. 57).Warren (1990) bruker en forenklet Prins-metode blant annet fordi det nå�nnes tabulerte verdier av imaginærdelen til atomformfaktoren. Det er dennemetoden som blir brukt videre.Fra avsnitt 3.1 ligning (3.32) og (3.30) har vi at:

S0

T0

=
−iu

h + iǫ± [u2 + (h+ iǫ)2]
1

2

u =
qλ

2πdhkl cos θB
=

−λ2re
Vcπ sin 2θB

FH

h =
bλ

2πdhkl cos θB
=

µλ

2π sin 2θB
.hvor vi har satt u = ū.I atomformfaktoren, fn = f

(0)
n + f ′

n + if ′′
n , er det if ′′

n som gir opphav tilabsorpsjon og at spredningsevnen til planet avviker i forhold til forside ogbakside. q må derfor være en kompleks størrelse og av det følger det at u



3.3. SPREDNING I PLAN MED ABSORPSJON 63også må være kompleks. En lar derfor u = ur(1 + iσ) hvor ur er realdelen til
u og σ er forholdet mellom imaginærdelen og realdelen til fn, slik at:

σ =
f ′′
n

f
(0)
n + f ′

n

(3.38)Warren (1990) introduserer så to nye parametre:
p =

ǫ

ur
, g =

h

ur
=

−µVc

2 λ reC Fh . (3.39)Forholdet mellom den re�ektere og innkommende bølgen ved plan s = 0 medde nye parameterene blir da:
S0

T0
=

−i(1 + iσ)

g + ip± [(1 + iσ)2 + (g + ip)2]
1

2

(3.40)For å gjøre beregningene lettere lar vi:
(1 + iσ)2 + (g + ip)2 = Z exp(iγ) = Z(cos γ + i sin γ) (3.41)Ved å dele opp ligning (3.41) i imaginærdel og realdel får vi to nye ligninger:

1 + g2 − σ2 − p2 = Z cos γ (3.42)
2(σ + gp) = Z sin γ (3.43)Kvadrerer og adderer vi de to ligningene (3.42) får vi:

Z2 = (1 + g2 − σ2 − p2)2 + 4(σ + gp)2 (3.44)og ved å dividere dem får vi:
tan γ =

sin γ

cos γ
=

2(σ + gp)

1 + g2 − σ2 − p2
(3.45)



64KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIVed å kombinere ligning (3.40) med (3.41) får vi at forholdet er gitt ved:
S0

T0

=
−i(1 + iσ)

g + ip± [Z exp(iγ)]
1

2

(3.46)For å få intensitetsforholdet mellom den innkommende og den re�ektertestrålingen, �nner vi absoluttverdien kvadrert:
Ih
I0

=

∣

∣

∣

∣

S0

T0

∣

∣

∣

∣

2

=
1 + σ2

g2 + p2 + Z ± 2Z1/2[g cos(γ
2
) + p sin(γ

2
)]

(3.47)Når vi kvadrerer et rotuttrykk med cos og sin, vil vi få �ere verdier:
(
√

cos
(γ

2

)

)2

= cos
(γ

2
+ nπ

)

= ± cos
(γ

2

)

(
√

sin
(γ

2

)

)2

= sin
(γ

2
+ nπ

)

= ± sin
(γ

2

) (3.48)Tegntvetydigheten vi får her legges inn i den vi har fra før i ligning (3.47) ogdenne ligningen er derfor gyldig.



3.3. SPREDNING I PLAN MED ABSORPSJON 653.3.3 Gra�sk framstilling av Ih/I0 som funksjon av ∆θmed absorpsjonTegntvetydigheten i ligning (3.47) avgjøres ut i fra at Ih
I0
ikke kan være størreenn 1. Setter vi inn de aktuelle verdiene for Silisium, blir svaret større enn

1 for negativt fortegn og mindre enn 1 for positivt fortegn. Velger derforpositivt fortegn videre.
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Figur 3.5: Darwin kurven for symmetrisk Bragg re�eksjon uten absorpsjon (svart kurve)og med absorpsjon (rød kurve). Her for Silisium, med valgte størrelser: hkl = 202 og
λ = 1.0 Å. Kurven er ikke lengre symmetrisk for ∆θ = 0 og intensitetsforholdet er somforventet alltid mindre enn 1. Re�eksjonen er altså ikke perfekt.I de foregående plottene er polarisasjonsfaktoren satt til å være lik 1, detvil si at den innkommende bølgens elektriske feltvektor står vinkelrett påspredningsplanet. Når den innkommende bølgens elektriske feltvektor liggeri spredningsplanet, vil polarisasjonsfaktoren være lik cos 2θB (se avsnitt 1.2).I �gur 3.6 vises darwin kurven med polarisasjonsfaktor lik cos 2θB.
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Figur 3.6: Darwin kurven for Silisium, med valgte størrelser: hkl = 202 og λ = 1.0Å. Rød kurve er med absorpsjon og svart kurve er uten. Polarisasjonsfaktoren er satt til
cos(2θB) = 0.8743.3.3.4 Samsvar med andre kilderKurvene i �gur 3.5 og 3.6 har tilsvarende form som dem Allison (1932) komfram til for kalsitt. Han brukte bølgelengder fra 0.21Å til 2.3Å. Tillsvaren-de stemte Renninger beregninger for NaCl med CuKα-stråling. Dette til-svarer beregningene til Warren (1990). Jeg vil se nærmere på disse, ved ålage et program i Mathematia 8.0 som framviser kurvene (se Appendiks).Allison og Renninger tok begge utgangspunkt i Darwins arbeid og bruktePrins-metoden for å beregne intensitetsforholdet til en absorberende perfektkrystall (Allison, 1932), (Renninger, 1934).Warren (1990) har gjort beregninger for NaCl og plottet inntensitesforholdetfor hkl = 200 og 400 med CuKα-stråling. Han bruker de to forskjellige po-larisasjonsfaktorene. Kurvene han får fram tilsvarer �gur 3.7 (Warren, 1990,s. 338).
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Figur 3.7: Darwin kurver for NaCl med bølgelende λ = 1.5406 Å. Svart kurve: utenabsorpsjon med hkl = 200. Mørk blå kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjons-faktor er lik 1. Lys blå kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjonsfaktor er lik
cos 2θB = 0.9371. Rosa kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik 1.Rød kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik cos 2θB = 0.7485.



68KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIIntensitetsforholdet i �gur 3.7 gitt som funksjon av ∆θ i 1/1000 grader; �gur3.8:
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Figur 3.8: Darwin kurver som funksjons av ∆θ for bølgelende λ = 1.5406 Å. Svart kurve:uten absorpsjon med hkl = 200. Mørk blå kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisa-sjonsfaktor er lik 1. Lys blå kurve: med absorpsjon, hkl = 200 og polarisasjonsfaktor erlik cos 2θB = 0.9371. Rosa kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik1. Rød kurve: med absorpsjon, hkl = 400 og polarisasjonsfaktor er lik cos 2θB = 0.7485.3.4 Integrert intensitetDen innkommende strålen med intensitet I0, tre�er en krystall som roterermed en konstant vinkelhastighet ω slik at Braggs lov er oppfylt. Tversnittettil den innkommende strålen er lik A0. Den totale di�rakterte energi blirregistrert av en detektor som er så stor at hele den di�rakterte energien blirmålt (Se �gur 3.9). Energien, E, er da gitt som en integrasjon av Ih over tidog tverrsnittsareal:
E =

x
Ih dA dt (3.49)
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I0 IhA0A0 Ah

wFigur 3.9: En stråle med intensitet I0, tre�er en krystall som roterer med en konstantvinkelhastighet ω slik at Braggs lov er oppfylt. Tversnittet til den innkommende strålener lik A0 og tverrsnittet til den di�rakterte strålen er Ah.Bruker at e�ekten til den di�rakterte strålen er gitt ved Ph =
∫

Ih dA og at
dt = dǫ

ω
og setter dette inn i ligning (3.49):

E =
1

ω

∫

Ph dǫ (3.50)Ved symmetrisk re�eksjon vil tverrsnittsarealet, A0, til den innkommendestrålen være lik tversnittsarealet, Ah, til den spredte strålen slik at:
Ph

P0
=

IhAh

I0A0
=

Ih
I0

(3.51)Den di�rakterte energien kan da skrives som:
E =

P0

ω

∫

Ih
I0

dǫ → Eω

P0
=

∫

Ih
I0

dǫ (3.52)Bruker intensitets forholdet fra lingning (3.36) til å beregne integralet:
Eω

P0
=

∫ −u

ǫ=−∞

u2dǫ
[

ǫ− (ǫ2 − u2)
1

2

]2 +

∫ u

−u

(1)dǫ+

∫ ∞

ǫ=u

u2

[

ǫ+ (ǫ2 − u2)
1

2

]2 (3.53)



70KAPITTEL 3. DARWIN II: SYMMETRISK REFLEKSJON I BRAGGGEOMETRIIntegralene kan lett løses ved for eksempel å bruke Matematia 8.0:
IntegrateB u2

Ε - Ε2 - u2
2
, 8Ε, -¥, -u<F

u

3Figur 3.10: Det første integralet beregnet i Mathematia 8.0. Siden u er kvadrert i ligning(3.51), må vi tilføye et absoluttverditegn rundt u.
Eω

P0
=

|u|
3

+ 2|u|+ |u|
3

=
8|u|
3

(3.54)Setter så inn for u (se ligning (3.30)) og bruker at (se avsnitt 2.1):
q = re

aλ

Vc sin θ
|Fh| (3.55)Vi får da at:

Eω

P0
=

8

3π

reλ
2

Vc sin 2θ
|Fh| (3.56)Darwin kommer altså fram til at den integrerte intensiteten er proporsjonalmed |Fh| og ikke |Fh|2 som han kom fram til i Darwin I og som er ��ngerav-trykket� til en kinematisk teori (Azáro�, 1968, s. 209).(Darwin, 1914b; Warren, 1990, s. 320-326)



Kapittel 4Asymmetrisk Bragg geometri
Når krystallens Bragg plan ikke lengre er parallelle med krystallens over�ate,må dette tas hensyn til i beregningene for intensitetsforholdet. For å hånd-tere asymmetrisk Bragg geometri, har jeg tatt utgangspunkt i Warren (1990).Han går grundig igjennom de matematiske overgangene og kommer fram tilet uttrykk for intensitetsforholdet. Re�eksjonskoe�sientene og vinklene somangir faseforskyvningen blir gitt ut i fra Bragg planene. Jeg har valgt å gi demut i fra de �ktive planene som er parallelle med krystallens innfalls�ate. Dettegjør jeg for å få en bedre sammenheng med symmetrisk Bragg re�eksjon ogfordi jeg synes logikken blir bedre. Resultatet blir det samme uavhengig av�innfallsvinkel�.4.1 Asymmetrisk Bragg re�eksjon uten absorp-sjonAsymmetrisk re�eksjon vil si at over�aten til krystallen ikke er parallell medBragg planene. Vinkelen mellom over�aten og Bragg planene er α og vinkelenmellom den innkommende strålen og Bragg planene er fremdeles θB . Detfølger da at vinkelen mellom krystallover�aten og den innkommende strålener θB + α, og vinkelen mellom den re�ekterte strålen og over�aten er θB − α(se �gur 4.1). α må ligge i området ±θB.Warren (1990) viderefører en utledning brukt av Borie (Borie, 1966, s. 470-472) for symmetriske von Laue geometri. Han antar at krystallen kun bestårav en atomtype og at absorpsjonen kan neglisjeres. I �gur 4.2 utgjør git-teret av de svarte kulene et sett av plan parallelt med inngangs�aten (grøn71
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Figur 4.1: Asymmetrisk Bragg re�eksjon. Bragg planene (stiplete linje) er ikke lengreparallelle med krystallens innfalls�ate (grønn linje).linje). Vinkelen mellom den innkommende strålen og de horisontale planenebetegnes ved θ1 og vinkelen mellom den re�ekterte strålen og de horisontaleplanene ved θ2. De horisontale planene har en avstand, a, mellom seg. Envelger så en repetisjon, A1, i �gurplanet og A2 normalt til �gurplanet slikat A1A2 = 1/M hvor M er antall atomer per arealenhet. Det vil si at hverarealenhet innholder ett atom. Vi lar så A1 =
a

sinα
(Warren, 1990, s. 348-349).
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Figur 4.2: Den grønne, de stiplete og de heltrukne linjene representerer hhv krystall-over�aten, Bragg planene og plan parallelle med krystallover�aten. Ts representerer deninnkommende bølgen som tre�er plan s og Ss representerer den re�ekterte bølgen fra plans.Fra avsnitt 2.1.1 og �gur 2.1 har vi at:
Rξη = R + ξ cos θ1 +

ξ2 sin2 θ1 + η2

2R

rξη = r − ξ cos θ2 +
ξ2 sin2 θ2 + η2

2 r
(4.1)Ved å la R ≫ r, får vi at summen blir:
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Rξη + rξη = R + r + ξ (cos θ1 − cos θ2) +

ξ2 sin2 θ2 + η2

2 r
(4.2)I de horisontale planene be�nner atomene seg langs gitterlinjene i posisjon

ξ = nB, hvor B = A1 cosα. Ved å innføre restriksjonen:
cos θ1 − cos θ2 = λ/B (4.3)forkortes uttrykket
ξ (cos θ1 − cos θ2) (4.4)i ligning (4.2) ned til nλ. Leddet gir da fasebidraget 2πn og kan forkortes vekk.Ved samme framgangsmåte som i avsnitt 2.1, fås en ligning som tilsvarerligning (2.5):

Ar = −iq2 Ã0
exp [2πi (ν t− k ρ)]

ρ
(4.5)hvor

q2 =
λ reC

Vc |h′| sin θ2
Fh (4.6)

|h′| er den �resiproke� gittervektoren for de horisontale planene slik at |h′| =
|h| cosα.Ved å sette inn uttrykket for q (se ligning (2.7)) fås q2 uttrykt ved q forsymmetrisk re�eksjon ved en vinkel lik θ0 med Bragg planene:

q2 =
q sin θ0

cosα sin θ2
(4.7)Warren (1990) introduserer så vinkler som gir faseforskyvningen (se avsnitt3.1):

φ1 = 2πk
dhkl
cosα

sin θ1 , φ2 = 2πk
dhkl
cosα

sin θ2 (4.8)
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Figur 4.3: Den grønne, de stiplete og de heltrukne linjene representerer hhv krystall-over�aten, Bragg planene og plan parallelle med krystallover�aten. Ts representerer deninnkommende bølgen som tre�er plan s og Ss representerer den re�ekterte bølgen fra plans.Ut i fra �gur 4.2 og 4.3 kan vi nå sette opp tilsvarende ligninger til ligning(3.6) og ligning (3.8):
Ss = −iq2Ts + (1− iq02) exp(−iφ2)Ss+1 (4.9)

Ts+1 = (1− iq01) exp(−iφ1)Ts − iq1 exp[−i(φ1 + φ2)]Ss+1 (4.10)
q1, q01 og q02 er gitt på tilsvarende måte som q2 (ligning 4.7):

q1 =
q sin θ0

cosα sin θ1
(4.11)

q01 =
q0 sin θ0

cosα sin θ1
(4.12)

q02 =
q0 sin θ0

cosα sin θ2
(4.13)Ved å bruke ligning (4.10) får vi rekursjonsligninger for Ss+1 og Ss:

Ss+1 =
Ts+1 − (1− iq01) exp(−iφ1)Ts

−iq1 exp[−i(φ1 + φ2)]
(4.14)

Ss =
Ts − (1− iq01) exp(−iφ1)Ts−1

−iq1 exp[−i(φ1 + φ2)]
(4.15)



4.1. ASYMMETRISK BRAGG REFLEKSJON UTEN ABSORPSJON 75Ved å sette disse ligningene inn i ligning 4.9 fås en ligning som kun innholder
Ts:
(1−iq02) exp(−iφ2)Ts+1 + (1− iq01) exp(−iφ1)Ts−1

= {1 + q1q2 exp[−i(φ1 + φ2)] + (1− iq02)(1− iq01) exp[−i(φ1 + φ2)]} Ts(4.16)Ligning (4.16) tilsvarer ligning (3.10) og vi kan derfor også her prøve enløsning på formen:
Ts = T0x

s (4.17)Ved å sette inn løsningen i ligning (4.16) fås en andregrads ligning for x:
(1−iq02) exp(−iφ2)x+ (1− iq01) exp(−iφ1)x

−1

= 1 + q1q2 exp[−i(φ1 + φ2)] + (1− iq02)(1− iq01) exp[−i(φ1 + φ2)](4.18)De�nerer så en vinkel θ01 for den innkommende strålen. θ01 ligger nær θB oger de�nert ved:
2 π k

dhkl
cosα

sin θ01 = mπ − q01 (4.19)Setter så θ1 = θ01 +∆θ1 inn i ligning (4.8) og får:
φ1 = 2 π k

dhkl
cosα

sin(θ01 +∆θ1) (4.20)
θ01 er Bragg vinkelen der en har tatt hensyn til brytning og ∆θ1 er vinkelenmellom den innkommende strålen og retningen til den eksakte retningen derBraggs lov med korreksjon for brytning er oppfylt (se �gur 4.4).Når ∆θ1 er liten, vil φ1 skille seg lite fra ligning (4.19) og vi får at:

φ1 = 2 π k
dhkl
cosα

sin(θ01 +∆θ1) = mπ − q01 + v1 (4.21)
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a

Dq1q1

q01

Figur 4.4: Den røde linjen er den innkommende strålen og den røde stiplete linjen viserden eksakte retningen der Braggs lov med korreksjon for brytning er oppfylt.Fra ligning (4.19) og ligning (4.21) følger det at:
v1 = 2 π k

dhkl
cosα

cos θ01∆θ1 (4.22)og at:
exp[−iφ1] = exp[−i(mπ − q01 + v1)] ≈ (−1)m (1 + iq01 − iv1) (4.23)Se ligning (3.22) for matematiske detaljer. På samme måte de�nerer vi envinkel θ02 for den re�ekterte strålen:

2πk
dhkl
cosα

sin θ02 = mπ − q02 (4.24)Setter så θ2 = θ02 +∆θ1 inn i ligning (4.8) og får:
φ2 = 2 π k

dhkl
cosα

sin(θ02 +∆θ2) = mπ − q02 + v2 (4.25)hvor
v2 = 2πk

dhkl
cosα

cos θ02∆θ2 (4.26)og at:
exp[−iφ2] = exp[−i(mπ − q02 + v2)] = (−1)m (1 + iq02 − iv2) (4.27)Kombinerer så ligning (4.23) og ligning (4.27) med ligning (4.18) og ser bortfra ledd av andre orden. Vi får da at:
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(−1)m[(1− iv1)x

−1 + (1− iv2)x] = 1 + q1q2 + (1− iv1)(1− iv2) (4.28)lar vi:
v1 = v +∆v, v2 = v −∆v, v1 + v2 = 2v (4.29)får vi at:
(1− iv1) = exp(−iv1) = (1− iv) exp(−i∆v) (4.30)
(1− iv2) = exp(−iv2) = (1− iv) exp(i∆v) (4.31)Ligning (4.22) og ligning (4.26) gir oss at v kan skrives som:
v =

v1 + v2
2

≈ π
dhkl

λ cosα
cos θB(∆θ1 +∆θ2) (4.32)Siden θ1 og θ2 må tilfredstille ligning (4.3), er sammenhengen mellom ∆θ1og ∆θ2:

sin θ1∆θ1 − sin θ2∆θ2 = 0 (4.33)Ved å løse ligning (4.33) med hensyn på ∆θ2 og sette inn i ligning (4.32) fårvi at v blir:
v = π

dhkl
λ cosα

cos θB

(

1 +
sin θ1
sin θ2

)

∆θ1 (4.34)
= 2 π

dhkl cos θB sin θB
λ sin θ2

∆θ1 (4.35)Bruker så ligning (4.30) og ligning (4.31) i ligning (4.28) og får at:
(−1)m(1− iv){[exp(i∆v)x]−1 + exp(i∆v)x} = 1 + q1q2 + (1− iv)2 (4.36)For å løse denne ligningen lar vi:
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exp(i∆v)x = (−1)m(1− η) (4.37)hvor η er en liten strørrelse. Se ligning (3.26) for matematiske detaljer. Vedå rekkeutvikle 1

1−η
får vi at:

[exp(i∆v)x]−1 + exp(i∆v)x = (−1)m(2 + η2) (4.38)Ligning (4.36) reduseres da til:
(1− iv)(2 + η2) = 1 + q1q2 + (1− iv)2 (4.39)som gir:

η = ±(q1q2 − v2)
1

2 (4.40)Bruker ligning (4.40) i ligning (4.37) og løser med hensyn til x:
x = exp(−i∆v)(−1)m

[

1∓ (q1q2 − v2)
1

2

] (4.41)Fra ligning (4.14) og ligning (4.17) følger det at Ss+1 = xSs. Ved å brukeligning (4.9) og sette s = 0 får vi at forholdet mellom den innkommende ogre�ekterte bølgen blir:
S0

T0
=

−iq2
1− x(1− iq02) exp(−iφ2)

(4.42)Setter så inn for x fra ligning (4.41) og bruker ligning (4.27) og ligning (4.31),slik at:
S0

T0

=
−iq2

1− (1− iv)[1− (±)(q1q2 − v2)
1

2 ]
=

−iq2

iv ± (q1q2 − v2)
1

2

(4.43)I området der v2 < q1q2 er intensitetsforholdet gitt ved:
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Ih
I0

=

(

S0

T0

)(

S0

T0

)∗

=

[

−iq2

iv ± (q1q2 − v2)
1

2

][

iq2

−iv ± (q1q2 − v2)
1

2

]

=
q2
q1(4.44)Fra ligning (4.7) og ligning (4.11) følger det at:

Ih
I0

=
sin θ1
sin θ2

(4.45)Fra geometri gitt i �gur 4.2 vil ligning (4.45) gi et intensitetsforhold somer større enn en. Dette skyldes at bredden til den innkommende strålen ogden re�ekterte strålen er forskjellige. E�ekten til den innkommende strålen,
P0 = I0A0, vil i det midterste området da være lik e�ekten til den re�ektertestålen, Ph = IhAh (se �gur 4.5) (Als-Nielsen and MMorrow, 2001, s. 194).

A0

Ah

q
1

q
2

a

Figur 4.5: Tverrsnittsarealet, A0, til den innkommende strålen er større enn tverrsnitts-arealet, Ah, til den re�ekterte når θ1 > θ2.



80 KAPITTEL 4. ASYMMETRISK BRAGG GEOMETRIIntensitetsforholdet for hele vinkelområdet er:
Ih
I0

=











































q22
[

v − (v2 − q1q2)
1

2

]2 v < −√
q1q2

q2
q1

−√
q1q2 ≤ v <

√
q1q2

q22
[

v + (v2 − q1q2)
1

2

]2 v ≥ −√
q1q2

(4.46)



4.2. ASYMMETRISK BRAGG REFLEKSJON MED ABSORPSJON 814.2 Asymmetrisk Bragg re�eksjon med absorp-sjonAbsorbsjon kan enklest inkluderes ved å ta utgangspunkt i ligning (4.21) ogligning (4.25):
φ1 = 2 π k

dhkl
cosα

sin(θ01 +∆θ1) = mπ − q01 + v1

φ2 = 2 π k
dhkl
cosα

sin(θ02 +∆θ2) = mπ − q02 + v2De�nerer nå to nye størrelser ṽ1 og ṽ2 ved at:
v1 = ṽ1 + q01 (4.47)
v2 = ṽ2 + q02 (4.48)Det følger at v er gitt ved:

v =
ṽ1 + ṽ2

2
=

q01 + q02
2

(4.49)
= ṽ +

q01 + q02
2

(4.50)som settes inn i ligning (4.43) slik at intensitetsforholdet med absorpsjon blir:
S0

T0
=

−q2

ṽ + q01+q02
2

± ((ṽ + q01+q02
2

)2 − q1q2)
1

2

(4.51)
ṽ er fremdeles gitt ved ligning (4.35), men ∆θ1 må nå forstås som avviket forden innkommende stråle fra den geometriske Bragg vinkel θB.



82 KAPITTEL 4. ASYMMETRISK BRAGG GEOMETRI4.2.1 Gra�sk framstilling av asymmetrisk Bragg re�ek-sjon med absorpsjonNår α minker vil tversnittsarealet, A1, også minke (se �gur 4.5). Følgendevil A2 øke når α minker. Dette fører til at re�eksjonsområdet vil øke når αminker (se �gur 4.6). Dette er en konsekvens av Liouvilles teorem som sier atfor partikkelbølger, vil produktet av strålebredde og divergens være konstant(Als-Nielsen and MMorrow, 2001, s. 194). Figur 4.6 er lagd i Mathematia8.0 (se Appendiks).
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Figur 4.6: Darwin kurver med absorpsjon for asymmetrisk re�eksjon. Her for Silisiummed hkl = 111, λ = 1.000 Å og med polarisasjonsfaktor lik 1. θB = 9.176◦ Rød kurve:
α = 7.000◦. Blå kurve: α = 5.000◦. Grøn kurve: α = 0.000◦. Lilla kurve: α = -5.000◦.
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Kapittel 5Takagi ligningene
Ved å ta utgangspunkt i von Laues dynamiske teori (avsnitt 1.6), kan enkomme fram til en generell dynamisk teori som gjelder for alle typer innkom-mende bølger og for både perfekte og imperfekte krystallsystemer. Denneteorien kalles Takagi teori (Takagi, 1962; Takagi, 1969). Dette kapitlet vilvise hvordan en kommer fram til et sett av koblede partielle di�erensiallig-ninger for amplitudene D(r, t).5.1 Utledning av Takagis di�erensialligningerI Takagis de�nisjon av forskyvningsfeltet er amplituden posisjonsavhengig.Forskyvningsfeltet er da gitt ved ligning (1.41):D(r, t) = ∑

p

Dp(r)e2πi(νt−kp·r)Bølgevektoren, kp, inne i krystallen er �ksert av standard grensebetingelseri elektromagnetisk teori.Bølgeligningen for forskyvningsfeltet er gitt ved ligning (1.40):
∇×∇× (1− χe)D = − 1

c2
∂2D
∂t2

(5.1)som tilsvarer: 85



86 KAPITTEL 5. TAKAGI LIGNINGENE
−∇2D+χe∇2D+(∇×D)×∇χe+(∇χe·∇)D−(D·∇)∇χe+D∇2χe = − 1

c2
∂2D
∂t2(5.2)Beregner så hvert av leddene i bølgeligningen:

−∇2D =
∑

p

[

−(∇2Dp)e
2πi(νt−kp·r) +Dp(−∇2 e2πi(νt−kp·r))]

=
∑

p

[ − (∇2Dp)e
2πi(νt−kp·r)

+ 2 · 2πi(kp · ∇)Dpe
2πi(νt−kp·r) +4π2(kp)

2Dpe
2πi(νt−kp·r)]

=
∑

p

[

−∇2Dp + 4πi(kp · ∇)Dp + 4π2(kp)
2Dp

]

e2πi(νt−kp·r) (5.3)Ved å multiplisere med den dielektriske suseptibiliteten (se ligning (1.42))på begge sider får vi:
χe∇2D =

∑

g

∑

h

[

χh∇2Dg − 4πiχh(kg · ∇)Dg − 4π2χh(kg)
2Dg

]

e2πi(νt−kg+h·r)(5.4)Bruker at:
(A×B)×C = −C× (A×B) (5.5)A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B) (5.6)Til å bestemme:

(∇×D)×∇χe =
∑

g

∑

h

{2πiχh[h× (∇×Dg)]} e2πi(νt−kg+h·r)
+
∑

g

∑

h

{

4π2χh[kg(h ·Dg)−Dg(h · kg)]
}

e2πi(νt−kg+h·r)(5.7)
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(∇χe · ∇)D =

∑

g

∑

h

{−2πiχh(h · ∇)Dg} e2πi(νt−kg+h·r)
−
∑

g

∑

h

{

4π2χh(h · kg)Dg

}

e2πi(νt−kg+h·r) (5.8)
−(D · ∇)∇χe =

∑

g

∑

h

{

4π2χh h (h ·Dg)
}

e2πi(νt−kg+h·r) (5.9)
D∇2χe =

∑

g

∑

h

{

−4πχh(h)2Dg

}

e2πi(νt−kg+h·r) (5.10)
− 1

c2
∂2D
∂t2

= − 1

c2

∑

p

{−4π2ν2Dp}e2πi(νt−kp·r)
=

∑

p

{4πK2Dp}e2πi(νt−kp·r) (5.11)hvor K er ν2

c2
.Det er vanlig å neglisjere andre ordens ledd som er ∝ ∇2Dp og produkt avførste ordens ledd ∝ χh∇Dp. Ligningene kan da skrives som:

−∇2D ≈
∑

p

[

4πi(kp · ∇)Dp + 4π2(kp)
2Dp

]

e2πi(νt−kp·r)
χe∇2D ≈ −

∑

g

∑

h

[

4π2χh(kg)
2Dg

]

e2πi(νt−kg+h·r)
(∇×D)×∇χe ≈

∑

g

∑

h

{

4π2χh[kg(h ·Dg)−Dg(h · kg)]
}

e2πi(νt−kg+h·r)
(∇χe · ∇)D ≈ −

∑

g

∑

h

{

4π2χh(h · kg)Dg

}

e2πi(νt−kg+h·r) (5.12)Den partielle di�erensialligningen kan da skrives som:
i

π
(kp · ∇)Dp = (K2 − k2

p)Dp + k2
p

∑

g

χp−gDg[p] (5.13)



88 KAPITTEL 5. TAKAGI LIGNINGENEhvor Dg[p] er de�nert ved:Dg[p] = Dg −
kp(kp ·Dg)k2

p

(5.14)



Kapittel 6Oppsummering
Denne masteroppgaven gir en introduksjon i grunnleggende størrelser og be-greper innenfor dynamisk røntgendi�raksjonsteori. Dette er gjort for å leggegrunnlaget for forståelse av Darwins to artikler fra 1914.Darwin IC. G. Darwins kinematiske teori fra 1914 gir oss en god beskrivelse av in-tensiteten til di�rakterte røntgenstråler i en krystall. Denne teorien har blitt�gjenfortalt� og oppdatert. Etter å ha utført eksperimenter, kom Darwin framtil at teorien ikke var god nok. Resultatet ble en ny artikkel: Darwin II.Darwin IIMasteroppgaven fortsetter så med Darwins dynamiske teori (Darwin II). Idenne tok Darwin hensyn til at den re�ekterte strålen kunne spres på nyttav mediet. Han kom fram til et uttrykk for forholdet mellom intensiteten tilden totale spredte strålingen og intensiteten til den innkommende strålingen.Resultat gav en kurve for symmetrisk Bragg re�eksjon uten absorpsjon. Forå gi et fullstendig bilde av symmetrisk Bragg re�eksjon, er J. A. Prins (1930)bidrag også tatt med. Han bygget videre på Darwin og Ewalds dynamisketeori og inkluderte absorpsjon. Kurven for symmetrisk Bragg re�eksjon bleda �avrundet� og stemte bedre overens med observasjonene som var gjort.Det er så lagt vekt på å lage et matematisk program i Matematia 8.0 somberegner intensitetsforholdet mellom den innkommende strålen og den re�ek-89



90 KAPITTEL 6. OPPSUMMERINGterte. Dette gir mulighet for gra�sk framstilling. I tillegg blir den integrerteintensiteten beregnet.Asymmetrisk Bragg re�eksjonI Darwin I og Darwin II tas det ikke hensyn til asymmetrisk spredningsgeome-tri: Situasjoner der krystallens Bragg plan ikke er parallelle med krystallensover�ate. For å inkludere dette i masteroppgaven, er det tatt utgangspunkti Warrens (1990) arbeid. Han håndterte denne geometrien ved å la vinkelenmellom den innkommende strålen og kystallover�aten være θ1 og vinkelenmellom den re�ekterte strålen og over�ate være θ2. Utregningene kan dermedutføres på tilsvarende måte som for symmetrisk Bragg re�eksjon. Warren tokutgangspunkt i Bragg planene for å angi re�eksjonskoe�sienten og vinklenesom angir faseforskyvningen, mens det her er tatt utgangspunkt i de �ktiveplanene som er parallelle med krystallens innfalls�ate. Resultatet blir detsamme. Det ligger likevel utfordringer knyttet til de geometriske tenkemåte-ne i forhold til hvordan re�eksjonskoe�sientene blir håndtert. Warren (1990)tar ikke hensyn til absorbsjon i asymmetrisk Bragg re�eksjon. I denne mas-teroppgaven er dette gjort ved å rede�nere noen sentrale parametre slik atabsorpsjon inngår eksplisitt i uttrykket for intensitetsforholdet.Takagi-ligningeneI Takagi teorien er amplitudene til forskyvningsfeltet posisjonsavhengige. Vedå ta utgangspunkt i von Laues dynamiske teori, kan det utledes en ekvivalentgenerell dynamisk teori. I denne oppgavene er det vist hvordan man kommerfram til den generelle di�erensialligningen for amplituden D(r, t). Det had-de vært interessant å sett nærmere på denne ligningen og lagd et programi Mathematia 8.0 som ga løsningene i en tostrålesituasjon. I tillegg kun-ne det vært vist at Takagi teorien tilsvarer fundamentalteorien for perfektekrystaller.
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AppendTo@$Path, "C:\\M8p0\\X-ray-diffraction\\Packages"D;
Get@"sfcalc.m"D;

data.m

sfcalc.m

� To be set globally

Λ = lambda = 1.54059290;

compound

NaCl

� Bragg refleksjon uten absorpsjon

plotuten@DΘ_, hkl_List, bolgelengde_, valg_D :=
ModuleB8v, re, Fh, F0, Θ0, ΘB, Λ, g, imo, u, Nega, Posi, f<,
Λ = lambda = bolgelengde;

v = Det@gmatrixD ;

re = 2.8179 ´ 10-5;

Fh = Re@sf@hklD@@3DDD;
ΘB = theta@hkl, lambdaD ;
F0 = Re@sf@80, 0, 0<D@@3DDD;

Θ0 = ArcSinB Λ

2 dhkl@hklD 1 -

re Λ2 F0

2 Π v

HSin@ΘBDL2

F ; H* Fra ligning 3.17 og 3.19 *L

u =
-Λ2 re

v Π Sin@2 * Θ0D Fh; H* Ligning 3.30 *L

Nega@Η_D :=
1

Η - HΗ2 - 1L 1

2

; H* Ligning 3.37 *L

Posi@Η_D :=
1

Η + HΗ2 - 1L 1

2

; H* Ligning 3.37 *L

g@Η_D := WhichAΗ < -1, HAbs@Nega@ΗDDL2, -1 £ Η < 1, 1, 1 £ Η, HPosi@ΗDL2E;
imo = IfBvalg, 2 Π

1000 * 360
� u, SignB 2 Π

1000 * 360
� uFF;

g@imo * DΘD F
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� Bragg refleksjon med absorpsjon.

plot@DΘ_, hkl_List, bolgelengde_, pflag_, valg_D :=
ModuleB8v, re, ΘB, Fh, F0, Θ0, c, Μ, Σ, Λ, Z, Γ, Pos, Neg, f, imo, u, g<,
Λ = lambda = bolgelengde;

v = Det@gmatrixD ;

re = 2.8179 ´ 10-5;

ΘB = theta@hkl, lambdaD ;
c = If@pflag � 1, Cos@2 * ΘBD, 1D;

Fh = Re@sf@hklD@@3DDD ;
F0 = Re@sf@80, 0, 0<D@@3DDD;

Θ0 = ArcSinB Λ

2 dhkl@hklD 1 -

re Λ2 F0

2 Π v

HSin@ΘBDL2

F ; H* Ligning 3.17 og 3.19 *L

Μ = abscoeff@lambdaD * 10-8;
Σ =

Im@sf@hklD@@3DDD
Re@sf@hklD@@3DDD ; H* Ligning 3.38 *L

u =
-Λ2 re

v Π Sin@2 * Θ0D Fh; H* Ligning 3.30 *L

g =
-Μ v

2 Λ re c Fh
; H* Ligning 3.39 *L

Z@Η_D := I1 + g2 - Σ2 - Η2M2 + 4 HΣ + g ΗL2 ; H* Ligning 3.44 *L
Γ@Η_D := ArcTanA1 + g2 - Σ2 - Η2, 2 HΣ + g ΗLE; H* Ligning 3.45 *L

Pos@Η_D := I1 + Σ2M � Kg2 + Η2 + Z@ΗD + 2 Z@ΗD Hg Cos@HΓ@ΗDL � 2D + Η Sin@HΓ@ΗDL � 2DLO ;
H* Ligning 3.47 *L

Neg@Η_D := I1 + Σ2M � Kg2 + Η2 + Z@ΗD - 2 Z@ΗD Hg Cos@HΓ@ΗDL � 2D + Η Sin@HΓ@ΗDL � 2DLO ;
H* Ligning 3.47 *L
f@Η_D := If@Pos@ΗD < 1, Pos@ΗD, Neg@ΗDD;

imo = IfBvalg � 1,
2 Π

1000 * 360
� u, SignB 2 Π

1000 * 360
� uFF;

f@imo * DΘD F
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� Figur 3.8: NaCl, Λ = 1.5406  

PlotB8plot@x, 84, 0, 0<, lambda, 1, 1D, plot@x, 84, 0, 0<, lambda, 2, 1D,
plot@x, 82, 0, 0<, lambda, 2, 1D, plot@x, 82, 0, 0<, lambda, 1, 1D,
plotuten@x, 84, 0, 0<, lambda, 1D, plotuten@x, 82, 0, 0<, lambda, 1D<, 8x, -2, 2<,

PlotStyle ® 88Red, Thick<, 8Pink, Thick<, 8Blue, Thick<, 8Cyan, Thick<,
8Black, Dashing@80.02, 0.01<D<, 8Black<<, AxesLabel ® :"DΘ � 10-3 é", "

Ih

I0
">,

AxesOrigin ® 8-2, 0<, AxesStyle ® Directive@14D, GridLines ® 8880, Dashed<<, None<F
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� Asymmetrisk Bragg refleksjon med absorpsjon.

plotmed@deltaΘ_, hkl_List, bolgelengde_, polfak_, Αgrader_D :=
ModuleB8Α, pf, V, re, Fho, Foh, F0, ΘB, Λ, f, q1, q2, q01, q02, Pos1, Pos2, Neg1, Neg2<,
Α = Αgrader * Π � 180;
Λ = lambda = bolgelengde;

DΘ = deltaΘ;

V = Det@gmatrixD ;

re = 2.8179 ´ 10-5;

Fho = sf@hklD@@3DD;
Foh = sf@-hklD@@3DD;
ΘB = theta@hkl, lambdaD ;
F0 = sf@80, 0, 0<D@@3DD;
pf = If@polfak � 1, Cos@2 * ΘBD, 1D;

q1 =
-Λ re pf Sin@ΘBD dhkl@hklD

V Sin@ΘB + ΑD Cos@ΑD Foh; H* Ligning 4.11 *L

q2 =
-Λ re pf Sin@ΘBD dhkl@hklD

V Sin@ΘB - ΑD Cos@ΑD Fho; H* Ligning 4.5 *L

q01 =
-Λ re Sin@ΘBD dhkl@hklD
V Sin@ΘB + ΑD Cos@ΑD F0; H* Ligning 4.12 *L

q02 =
-Λ re Sin@ΘBD dhkl@hklD

V Sin@ΘB - ΑD Cos@ΑD F0; H* Ligning 4.13 *L

v@DΘ_D :=
2 Π dhkl@hklD Cos@ΘBD Sin@ΘBD

Λ Sin@ΘB - ΑD DΘ
2 Π

1000 * 360
; H* Ligning 4.35 *L

Pos1@DΘ_D :=
-q2

v@DΘD + q01+q02

2
+ JJv@DΘD + q01+q02

2
N2 - q1 * q2N1�2

; H* Ligning 4.51 *L

Pos2@DΘ_D := Chop@ Conjugate@Pos1@DΘDD * Pos1@DΘDD;
Neg1@DΘ_D :=

-q2

v@DΘD + q01+q02

2
- JJv@DΘD + q01+q02

2
N2 - q1 * q2N1�2

; H* Ligning 4.51 *L

Neg2@DΘ_D := Chop@Conjugate@Neg1@DΘDD * Neg1@DΘDD;
f@DΘ_D := Min@HPos2@DΘDL, HNeg2@DΘDLD;
f@DΘD * Sin@ΘB - ΑD

Sin@ΘB + ΑD
F
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� Figur 4.6 Α = 7,5,0 og -5, polarisasjonsfaktor = 1, Λ = 1.0, {1,1,1} Silisium

PlotB8plotmed@DΘ, 81, 1, 1<, lambda, 2, 7D,
plotmed@DΘ, 81, 1, 1<, lambda, 2, 5D, plotmed@DΘ, 81, 1, 1<, lambda, 2, 0D,
plotmed@DΘ, 81, 1, 1<, lambda, 2, -5D<, 8DΘ, -0.2, 1<, PlotRange ® 80, All<,

PlotStyle ® 88Red, Thick<, 8Blue, Thick<, 8Green, Thick<, 8Purple, Thick<<,
AxesLabel ® :"DΘ � 10-3 é", "

Ih

I0
">, AxesOrigin ® 8-0.2, 0<, AxesStyle ® Directive@14DF
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Symboloversikt
a Avstand mellom �ktive(horisontale) plana,b,  Basisvektorer som de�nerer en enhetselle i det reelle roma⋆,b⋆, ⋆ Basisvektorer i det resiproke rom
A0 Tverrsnittsarealet til den innkommende strålen, del II
A1, A2, B lokale strørrelser
Ah Det totale bidraget fra den spredte strålingen, del I
Ah Tverrsnittsarealet til den re�ektert strålen, del II
Ai Innkommende kulebølge
Ao Den totale transmitterte bølgen
A

(s)
r Bølgen re�ektert fra plan nummer s og ∑∞

s=0A
(s)
r = Ah

A
(s)
t Bølgen transmittert gjennom plan nummer s og ∑∞

s=0A
(s)
t = Ao

Ã0 Amplitude med dimensjon lik den elektromagnetiske bølgen multiplisertmed en lengdeenhet
b Dempningsfaktor for absorpsjon i planeneB Magnetisk �ukstetthet
c Massehastighet i vakuum
C Polarisasjonsfaktor lik 1eller cos 2θB
dhkl Avstanden mellom re�eksjonsplaneneD Forskyvningsfelt
e Elektronladning
E Di�raktert energi
Eo Innkommende bølge
Eh Spredt bølgeE Elektrisk feltE0 Feltretning 99



fn Atomformfaktor
f
(0)
n Ordinær atomformfaktor
f ′
n, f

′′
n Real og imaginær del av det komplekse korreksjonsleddet til atomform-faktoren

f(2θ, k) Spredningslengden eller atomformfaktoren
Fh Strukturfaktor
F (K) Systemets spredningsamplitude
g Lokal variabel avhengig av h og ur

gj Osillatorstyrke
h Lokal variabel avhengig av bh Resiprok gittervektorh′ �Resiprok� gittervektor for �ktive(horisontale) plan
hkl Gitterpunkt i det resiproke rom
(hkl) Planskare i det reelle rom
H Resiprokt gitterpunkt
Ih Intensitet til totalt spredt stråling
Ii Intensitet til innkommende bølge
IK Intensitet til spredt stråling
Is Tenkt strålekilde for den re�ekterte bølgen fra plan nummer s
j Totalt antall plan
k = |k| Bølgetallet i vakuum, k = 1

λk,kh,ko Bølgevektor til bølgefelt, med indeks h for spredt og o for innkommendebølge
K Kildepunktet for strålingK Spredningsvektor
K0 Symmetripunktet til K om x-aksen
l0 Veilengde gjennom krystallen
me Elektronets masse
M antall atomer per arealenhet
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n Brytningsindeks
n̂ Enhetsvektor langs feltretningen
n1, n2, n3 Gir et gitterpunkt i det reelle rom. Aksene n1, n2, n3 ligger parallelt medbasisvektorene i det reelle rommet
N Antall spredere per volumenhet
Nn Antall elektroner i atom n

p Lokal variabel avhengig av ǫ og ur

p(t) Elektrisk dipolmomentp Atomets dipolmoment
P Observasjonspunkt
Ph E�ekten til den di�rakterte strålenP Elektrisk polarisasjon
P0 Symmetripunktet til P om x-aksen
q Re�eksjonskoe�sient for Bragg geometri
q̄ Re�eksjonskoe�sient til undersiden av planet
q0 Transmisjonskoe�sient for Bragg geometri
q1, q2 Re�eksjonskoe�sienter for asymmetrisk Bragg geometri
q01, q02 Transmisjonskoe�sienter for asymmetrisk Bragg geometri
Q Vilkårlig punkt i planetr Posisjonsvektor i det reelle romrn Atomets posisjon i enhetsellen
re Klassisk elektronradius
rξη Avstand fra et vilkårlig punkt i planet til et observasjonspunkt
R Avstand fra strålekilde til origo
Rξη Avstand fra strålekilde til et vilkårlig punkt i planet
ℜ(x) Realdelen til x
s Tellevariabel for plansh, so enhetsvektor langs henholdsvis de re�ekterte og transmitterte bølgene
S0 Re�ektert bølge fra plan 0
Ss Re�ektert bølge fra plan s

t Tid
t Total tykkelse av krystallen, produktet aj = t
T Periode
T0 Innkommende bølge
Ts Transmittert bølge like over plan sT Translasjonsvektor 101



u Lokal variabel avhengig av q
ū Lokal variabel avhengig av q̄
ur Realdelen til u
v Liten korreksjonsstørrelse
ṽ Liten korreksjonsstørrelse for asymmetrisk Bragg geometri med absorp-sjon
v1, v2 Små korreksjonsstørrelser for asymmetrisk Bragg geometri
ṽ1, ṽ2 Små korreksjonsstørrelser for asymmetrisk Bragg geometri med absorp-sjon
Vc Volum i en enhetselle
Z Atomnummer
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α Vinkelen mellom over�aten og Bragg planene for asymmetrisk Bragggeometri
αo, αh Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bølgen dan-ner med aksen n1

βo, βh Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bølgen dan-ner med aksen n2

γo, γh Vinkelen den innkommende (indeks o) og spredte (indeks h) bølgen dan-ner med aksen n3

γ0 �Dempningskraft� er innkodet i denne parameteren
ǫ Vinkelvariabel
ǫ0 Permittiviteten i vakuum
η Vilkårlig y-koordinat, del I
η Liten størrelse, del II
θ0 Den virkelige vinkelen mellom den innkommende strålen og planene
θ01, θ02 Bragg vinkelen der en har tatt hensyn til brytning for asymmetrisk Bragggeometri
θ1 = θB + α Vinkelen mellom over�ate og innkommende stråle for asymmetrisk Bragggeometri
θ2 = θB − α Vinkelen mellom over�ate og re�ektert stråle for asymmetrisk Bragggeometri
θB Bragg vinkelen
θs Vinkel mellom re�ektert stråle fra plan nummer s og plan nummer s
2θ Vinkel mellom transmittert stråle og spredt stråle
∆θ1 Vinkel mellom den innkommende strålen og retning til der Braggs lovmed korreksjon for brytning er oppfylt
∆θ2 Vinkel mellom den re�ekterte strålen og retning til der Braggs lov medkorreksjon for brytning er oppfylt
κ Spredningsevnen per lengdeenhet
λ Bølgelengde i vakuum
µ Linær absorpsjonskoe�sient
µ0 Permeabiliteten i vakuum
ν Frekvens
ν0 �Fjærkraften� innkodet i denne parameteren
ξ Vilkårlig x-koordinat103



Πe Elektrisk Hertz vektor
ρ Avstand fra strålekilde til origo, og videre til et observasjonspunkt, R+ r

ρ
(a)
n Elektrontettheten assosiert med atom nummer n

ρ(r) Elektrontetthet
σ Forholdet mellom imaginærdelen og realdelen til f
υ Spredningsvolum til en krystall
φ argument som angir faseforskyvning
φ1, φ2 argument som angir faseforskyvning i asymmetrisk Bragg geometri
χe Dielektrisk suseptibilitet
χ0 Midlet dielektrisk suseptibilitet
ω Vinkelhastighet
△ Veilengde til re�ektert bølge mellom to naboplan
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