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Sammendrag

En sentral teori innen fagfeltet rontgendiffraksjon, har tradisjonelt veert Ewald-
von Laue teorien. En annen, mindre nyttet teori er den Darwin publiserte i
1914. Denne oppgaven tar forst utgangspunkt i den kinematiske teorien til
Darwin, hvor sentrale begrep blir definert (Darwin, 1914a). Deretter videreut-
vikles den dynamiske teorien Darwin publiserte i symmetrisk Bragg geometri,
til a gjelde for symmetrisk Laue geometri. Dette er gjort i henhold til Bories
(1966, 1967) og Warrens (1990) handtering av tilsvarende problemstilling.
Denne teorien blir sa modifisert til ogsa a gjelde i asymmetrisk geometri.
Da er rekursjonsligningene handtert med riktige refleksjonskoeffisienter, slik
Kuznetsov og Fofanov (1970) papeker. Det er ogsa tatt hensyn til at det er
absorpsjon i krystallen og at Bragg planene har en “fremside” og en “bakside”.

Basert pa teorien som er utviklet, nyttes programvaren Mathematica 8.0 til
a beregne intensiteten til transmittert og reflektert bglge. Det viser seg at
Darwins teori gir samme resultat som ved a nytte programvare basert pa
fundamentalteorien og Takagi teorien.
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Forord
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stor inspirasjon og gitt god faglig utvikling a fa veere under veiledning av
ham. Jeg vil ogsa takke min gode studievenninne, Ida Maria Ous, for godt
sammarbeid og vennskap gjennom flere studiear. Det har veert en glede a fa
skrive en del av masteroppgaven sammen med henne. En varm takk ogsa til
min mann, Gisle, som har veert en god stgttespiller gjennom en lang prosess.

Takk til naer familie og venner for tilbakemeldinger, barnepass og oppmunt-
rende stgtte.
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Innledning

Dette er en avsluttende masteroppgave for studiet “master i realfag med
teknologi - integrert laererutdanningsprogram”. Studiet gir breddekunnskap
i matematikk, fysikk og teknologi, og undervisningskompetanse i to realfag.
Tittelen pa oppgaven er:

Rontgendiffraksjon
Darwins dynamaiske teori for transmisjonsgeometri

Bakgrunnen for valget av dette temaet er et gnske om a bruke matema-
tikkunnskapene, ervervet i studietiden, til & lgse oppgaver innenfor fysikk.
Da dette temaet ble foreslatt, virket det interessant med nye utfordringer
og problemstillinger. Formalet med oppgaven er a kunne sette seg inn i fag-
feltet rgntgendiffraksjon, spesielt Darwins teori i transmisjonsgeometri, og
selvstendig kunne finne og lgse nye sporsmal med de kunnskaper som al-
lerede er opparbeidet. Siste del av oppgaven legger vekt pa Darwins teori
i transmisjonsgeometri. Oppgaven har ogsa et pedagogisk siktemal med at
strukturen og innholdet skal veere lett for andre med samme bakgrunn a sette
seg inn i og leere. For & gjgre oppgaven mer oversiktelig, knyttes tre punkter
til formalet og innholdet i den:

e sette seg inn i et nytt fagfelt, rontgendiffraksjon, og skrive et produkt
som andre med de samme bakgrunnskunnskapene kan forsta

e finne nye spgrsmal og uklarheter i sentrale, publiserte arbeider i til-
knytning til Darwins teori i transmisjonsgeometri

e programmere resultatene i regneprogrammet Mathematica 8.0

I del I bli sentrale elementer innenfor rgntgendiffraksjon belyst. Det hele
dreier seg om rgntgenbglger som vekselvirker med en krystall. Bglgene blir
spredt inni krystallen og intensiteten av det som kommer ut males. Dette kan
igjen nyttes til a finne ut hvordan krystallen er bygget opp. For a gi obser-
verbar intensitet, ma bglgene interferere konstruktivt. Krystallen modelleres
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som semiuendelig med endelig tykkelse mellom de parallelle ytterflatene. Med
krystalloverflatene, menes de flatene av krystallen som den innkommende og
reflekterte rontgenbolgen “treffer”. Dersom den innkommende og reflekterte
bolgen “krysser” samme overflate, betegnes det som Bragg geometri. Dersom
innkommende og reflektert bglge “krysser” motstaende overflater, er dette
Laue geometri. Sentrale teorier i dette fagfeltet er Ewald-von Laue teori-
en og teorien. Denne oppgaven legger hovedvekt pa den sistnevntes mate a
handtere utfordringene pa.

Pa bakgrunn av dette starter kapittel 1 med & matematisk definere hva som
kjennetegner en krystall. Her blir ogsa resiprokt rom, strukturfaktor og atom-
formfaktor introdusert og definert. Deretter blir rgntgenbglgene forklart som
plan eller kulebglger. Det er hovedsakelig tre beskrivelser som gir betingel-
sene for at konstruktiv interferens mellom rgntgenbglgene skal inntreffe; von
Laues interferensligninger, Braggs lov og Ewalds konstruksjon. Disse teoriene
bygger pa geometriske betraktninger av bglgene i krystallen. I vekselvirk-
ningen mellom bglgene og krystallen blir begrepene elektrisk dipolmoment,
elektrisk polarisasjon, brytningsindeks og elektrisk dipolstraling introdusert.
Videre blir kinematisk teori forklart og sentrale matematiske uttrykk blir
presentert.

Kapittel 2 er en gjennomgang av den forste artikkelen Darwin (1914a) pub-
liserte. Den bygger pa kinematisk teori og tar utgangspunkt i modellen om
at krystallen er bygget opp av suksessive plan. Forst studerer en spredningen
fra ett at disse planene, for sa a anta at krystallen er bygget opp av uendelig
mange plan. [ denne delen bli de sentrale uttrykkene for refleksjonskoeffisient
og brytningsindeks utledet.

Del I er en fellesdel skrevet sammen med Ida Maria Ous. Deretter er arbeidene
delt i to selvstendige arbeider, hvor denne oppgaven fordyper seg i Darwins
teori i transmisjonsgeometri (Laue geometri).

Kapittel 3 tar for seg det symmetriske tilfellet der de sakalte Bragg pla-
nene star vinkelrett pa krystalloverflaten. Det forer frem til to uttrykk for
den transmitterte og reflekterte bglgen. Disse uttrykkene er programmert i
Mathematica 8.0. Kapittel 4 utvider teorien i kapittel 3 til ogsa a gjelde i
asymimetriske tilfeller. Det vil si at planene er skrastilte i forhold til krystall-
overflaten. En sentral kilde, (Borie, 1967), har gjort en feil pa dette punktet.
Det papekes og rettes av Kuznetsov og Fofanov (1970), men lgsningsmetoden
er en annen enn det som er brukt i denne oppgaven. Feilen rettes ogsa opp
i denne oppgaven, og lgses sa med Darwins metode. Absorpsjonseffekter er
inkludert i bade kapittel 3 og 4.
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Mathematica 8.0 er brukt som en standard programvare til & lage et pro-
gram, basert pa den teorien som er utviklet. Dette beregner intensiteten til
transmittert og reflektert bglge for ulike krystallsystem og tykkelser. Ngd-
vendige krystallparametere er hentet fra studiestedets egen programvare i
Mathematica 8.0: Notatbgker og pakker for krystallografisk beregning. Vide-
re i oppgaven henvises det til Mathematica 8.0 ved behov. Figurene er tegnet
i tegneprogrammet Corel DRAW X3. For aktuelle illustrasjoner henvises det
i figurteksten til tilsvarende figurer i litteraturen.
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Kapittel 1

Grunnleggende definisjoner

I 1912 utledet von Laue (W. Friedrich & von Laue, 1912) en geometrisk
teori om diffraksjon i medier. Mediet bestod av atomer som var satt sammen
i et tredimensjonalt periodisk system. von Laue beregnet fgrst amplituden
til bglgen som ble spredt av ett atom og summerte sa opp bidragene fra
alle atomene. Han neglisjerte at bglgene som forplantet seg i mediet pavirket
hverandre. Ewald introduserte begrepet resiprokt gitter og den sakalte Ewald
kulen (Ewald, 1913), se avsnitt 1.3. W. H. Bragg og sgnnen W. L. Bragg ut-
forte en rekke diffraksjonseksperimenter med rgntgenstraling og kom fram til
Bragg relasjonen (Bragg, 1913), se avsnitt 1.3. I 1914 beregnet Darwin am-
plituden som blir diffraktert av ett enkelt plan av atomer og intensiteten dif-
fraktert av ett sett av gitterplan (Darwin, 1914a). Dette arbeidet blir omtalt
som Darwin I. Darwin sa for seg at en semiuendelig krystall var oppbygget
av suksessive plan parallelle med inngangsflaten. I dette arbeidet papekte
han ogsa begrensningen til den geometriske teorien: Energien er ikke bevart
(Authier, 2001, s. 5-6).

I sitt neste arbeid, omtalt som Darwin II (Darwin, 1914b), blir den gjen-
sidige vekselvirkningen mellom mediet og transmittert og reflektert straling
beskrevet. Dette formuleres ved ett sett av rekursjonsligninger. Teorien fra
Darwin II samsvarer med eksperimentelle resultat pa perfekte krystallsystem
og den klassifiseres som dynamisk: Multiple spredningsprosesser tas hensyn
til (Authier, 2006, s. 534).

Uavhengig av Darwin, publiserte Ewald sin dynamiske teorii 1916-1917 etter
mange ars arbeid. Han tok ogsa hensyn til vekselvirkningen mellom rgntgen-
stralene og mediet, men postulerte at krystallen hadde en periodisk sammen-
setning av dipoler. Hver dipol ble eksitert av den innkommende rgntgenstra-

15



16 KAPITTEL 1. GRUNNLEGGENDE DEFINISJONER

len og av feltet fra alle de andre dipolene. Denne teorien gav ogsa samsvar
med resultater fra eksperimenter for intensiteten til straler som var reflek-
tert og transmittert. Teorien til Ewald ble i 1931 modifisert av von Laue (von
Laue, 1931). Han viste at vekselvirkningene mellom bglgene og mediet kunne
beskrives ved a lgse Maxwells ligninger for et medium med en periodisk kom-
pleks dielektrisk susceptibilitet. Det er denne kombinasjonen av teorier, kjent
som Ewald- von Laues teori, som representerer den “klassiske” beskrivelsen
av diffraksjon i perfekte krystaller (Warren, 1990; Authier, 2006; Authier,
2001, s. 3-11).
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1.1 Krystaller

I en krystall er elektrontettheten periodisk. Dette kan matematisk uttrykkes
ved (Hammond, 2009):

p(r) = p(r+T) (1.1)

hvor r er en posisjonsvektor og T en translasjonsvektor gitt ved:

T=nia+nyb+nsc (1.2)

Translasjonssymmetrien utspennes ved de sakalte reelle gitterpunktene, nq,
ny og ns3. Basisvektorene, a, bogc, definerer en enhetscelle med volum lik
V. = (a x b) - c. Denne repeteres gjennom hele krystallen. Elektrontettheten
er identisk pa samme sted i hver enhetscelle. Lengden av basisvektoren angis
vanligvis i enheten Angstr@m, definert ved 1 A =107 m

En kan konstruere et sett av parallelle plan som skjeerer gjennom gitterpunkt-
ene. Disse planskarene kan ha flere mulige orienteringer, se figur 1.1(a). Hver
ny orientering svarer til et nytt gitterpunkt i det sakalte resiproke rom, se
figur 1.1(b). Avstanden mellom de reelle planene tilskrives symbolet dj,y;, hvor
settet av heltall, (h k1), angir hvilken planskare det refereres til.

101) 1]
§ - o [e] o o
\\\\\\\\ o
001
- ~ o o { o o
\\W\\\\\ v
5 \ — >
(001)
o o o o
o o o o
(102)
(a) Det reelle (direkte) rom (b) Det resiproke rom

Figur 1.1: T dette krystallsystemet er vinklene mellom basisvektorene 90°. (a) Gitter-
punktene er angitt med sirkler. De bla, rode og grgnne strekene illustrerer ulike planskarer.
(h k1) til de bla planene vil veere (001), rede planene (101) og grenne planene (102). (b)
De bla, réde og grgnne planskarene er representert ved resiproke gitterpunkt i henholdsvis
001,101 0g102.
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Vektoren

h=ha"+kb"+1ic* (1.3)

kalles en resiprok gittervektor. Lengden av denne vektoren er lik den inverse
avstanden mellom to nabo gitterplan i planskaren, |h| = 7. Prikkproduktet
av en translasjonsvektor og en resiproke gittervektor tilfredsstiller relasjonen
(Jens Als-Nielsen, 2001, s. 13):

T - h = heltall

Siden elektrontettheten er en periodisk funksjon kan den uttrykkes ved en
Fourierrekke:

p(r) = % Z Fyexp(—2mih - r) (1.4)

hvor Fj, er strukturfaktoren. Denne uttrykkes da ved (Azéroff, 1968, s. 184):

F, = / p(r) exp(2mih - r) d°r
V.

/ Zp (r —r,) exp(2mih - ) d*r
V.

€ n

_ Z {/ u) exp(27h - u)d u| exp(2mwith - r,)
= Z fnexp(2mih - r,,) (1.5)

fn er atomformfaktoren (verdi for K = h), P elektrontettheten assosiert

med atom n og r,, er dette atomets posisjon i enhetscellen (Tilley, 2007; Aut-
hier, 2001, s. 60). Atomformfaktoren og strukturfaktoren er sentrale stgrrelser
i beskrivelsen av diffraksjon i krystaller.
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Rgntgenstralingen spres av elektronene i atomet. Spredningsevnen gker med
antall elektroner, det vil si med atomnummeret, Z. Spredningsevnen er knyt-
tet til atomformfaktoren som generelt er definert ved (Jens Als-Nielsen, 2001,
s. 11):

fn= /pgf”)(r) exp(2miK - 1)d’r (1.6)

K er spredningsvektoren definert pa side 24.

Ved ogsa a ta hensyn til at elektronene er “bundne” far vi en korreksjon:

fo=fa+ £+ if) (1.7)

hvor f0 tilsvarer den ordinzre atomformfaktoren, f, og f” er realdelen og
imaginaerdelen av det komplekse korreksjonsleddet (Tilley, 2007; Authier,
2001, s. 38) .
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1.2 Rgntgenstriling

Stralingen som treffer krystallen er i denne gjennomgangen rgntgenstraling.
Dette er elekromagnetiske bolger med bolgelengde i intervallet 0.1 — 100 A.
Figur 1.2 illustrerer stralingen oppfattet som plan- eller kulebglge.

(a) Planbglge (b) Kulebglge

Figur 1.2: Ilustrasjonene viser bglgefrontene til en planbglge og en kulebglge. Linjene
gar gjennom punkter pa beglgen som har samme fase. De tykkeste linjene viser bglgetopper
og smale linjer bglgedaler. Bglgevektoren, k, angir forplantningsretningen til bglgen, og
star vinkelrett pa bglgefrontene. Bglgelengden, A, er avstanden mellom de to neermeste
belgefrontene med samme fase. (b) En kilde (bla kule) sender ut en kulebplge som forplan-
ter seg i sirkler fra kilden. Dersom observasjonspunktet ligger langt fra kilden, vil bglgen

kunne approksimeres som en planbglge.

Bglgenes elektriske felt, E, pavirker elektriske ladninger slik at disse vibrerer.
En planbglge kan matematisk uttrykkes (Griffiths, 1989; Authier, 2001, s. 33):

E(r,t) = Egexp [2mi(vt — k - r)] (1.8)
For kulebglgen nyttes (Born and Wolf, 1980):

exp [2mi(vt — k R)]
R

E(R) x (1.9)
R er avstanden fra kilde til observasjonspunkt. Absoluttverdien til bglgevek-
toren |k| = k kalles bolgetallet og er lik den inverse bolgelengden, k = %
Frekvensen, v, angir antall svingninger per tidsenhet og er lik den inverse
perioden, v = % Sammenhengen mellom frekvensen og bglgetallet er gitt

av relasjonen v = ck, hvor ¢ er lyshastigheten i vakuum (Griffiths, 1989, s.
346-348).



1.2. RONTGENSTRALING 21

(a) Feltretning, Eg, parallelt med xz- (b) Feltretning, Eg, normalt pa zz-
planet planet

Figur 1.3: I illustrasjonene er spredningsplanet zz-planet (se avsnitt 1.3). Feltvektoren
E, star alltid normalt pa k (Griffiths 1989, s. 351, 357).

Bglgene kan vaere polarisert. Dette betegner at feltretningen, Eg, er orientert
i forhold til et gitt plan, for eksempel spredningsplanet. I spredningssam-
menheng gir dette opphav til en polarisasjonsfaktor, C'. I denne oppgaven vil
retningen vaere parallell med spredningsplanet (figur 1.3(a)) eller sta vinkel-
rett pa dette (figur 1.3(b)) (Authier, 2001, s. 118-119).

For en grundigere gjennomgang av elektromagnetisk straling der det tilhgr-
ende magnetfeltet ogsa omtales, se Griffiths (1989) kapittel 8.
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1.3 Diffraksjonsgeometri

von Laues interferensligninger

von Laues interferensligninger tar utgangspunkt i en enkel krystall hvor ato-
mene er spredere. Disse er plassert i gitterpunktene i det reelle rom. Vi skal
forst se pa atomene langs a. For a fa konstruktiv interferens ma veiforskjellen,
(AB — CD), veere lik et helt antall belgelengder (se figur 1.4):

AB — CD = a(cos ap — cos ) = hA (1.10)

),

Figur 1.4: (a) Veiforskjellen mellom diffrakterte straler fra atomene i to nabopunkt er
lik (AB — CD). (b) Veiforskjellen gitt ved vektornotasjon: a - (sp — so).

Ligning (1.10) kan formuleres med vektorer ved & la sy, vaere en enhetsvektor
langs de reflekterte stralene og s, vaere en enhetsvektor langs de innkommen-
de, se figur 1.4(b). Veiforskjellen blir da a-s, —a-s, = a- (s, — So) 0g en
har:

a(cosap — cos ) = a- (Sp — So) = hA (1.11)

Ligning (1.11) er den forste av von Laues interferensligninger. Pa tilsvarende
mate finner vi ligningene for a fa konstruktiv interferens i b-retning og c-
retning:

b(cos B — cos fo) =b - (sp —S,) = kA (1.12)
c(cosyn — €o87Yo) =€ (Sh — So) = I\ (1.13)

For a fa konstruktiv interferens fra det tredimensjonale atomgitteret, ma alle
ligningene veere oppfylt samtidig (Hammond, 2009, s. 193-195).
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Braggs lov

I 1913 fant W. H. Bragg og sgnnen W. L. Bragg en sammenheng som gir
betingelsen for konstruktiv interferens (Authier, 2001, s. 6). Utgangspunktet
var hypotesen om spredning fra gitterplan.

z K,
0, 0,
':‘ D) ko
y k,
dy, ¢
B Kk,
=

Figur 1.5: I det gitte kartesiske koordinatsystemet er to gitterplan tegnet inn parallelle
med zy-planet. De innkommende stralene (rgde) har bglgevektor ko, = 52 og de reflekterte
stralene (bla) har bglgevektor ky, = 2&. Bade innkommende og reflekterte straler danner
Bragg vinkelen, 0p, med planene. Avstanden mellom planene er gitt som dpg;-

For konstruktiv interferens, ma veiforskjellen, (AB + BC'), veere lik et helt
antall bolgelengder, n\. Det gir sammenhengen (Bragg, 1913):

thkl sin@B =nA (114)

Siden bade planavstand og bolgelengde er konstante stgrrelser, er det vinkel-
en som “bestemmer” nar konstruktiv interferens oppstar. Derfor har denne
vinklen fatt navnet Bragg vinkelen, med notasjon 6 (Giacovazzo, 2011, s.
172).
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Ewalds konstruksjon

Ewald introduserte i 1913 Ewald kulen, i det resiproke rom, for a beskri-
ve spredningsgeometrien knyttet til bolgeforplantning i krystaller (Authier,
2001, s. 6).

Figur 1.6: Krystallen er representert ved et punktgitter i det resiproke rom. Den grgnne
sirkelen er Ewald kulen. Den innkommende bglgen, k,, har sitt endepunkt i gitterets origo.
Den spredte bglgen, ky,, har endepunkt i det resiproke gitterpunktet H, som ogsa skal ligge
pa Ewald kulen. Dette er en forutsetning for konstruktiv interferens. Spredningsvektoren,
K = ky — ko, ma da svare til en resiprok gittervektor, h. Vinkelen mellom k, og ky, kalles
spredningsvinkelen og det er vanlig & betegne den som 20 = 20p.

Spredningen er elastisk, |ko| = |kn| og |ko| er radien i Ewald kulen (Ewald,
1913; Authier, 2001, s. 48). Spredningsplanet defineres gjerne som planet k,
og ky utspenner.

Nar origo og et vilkarlig annet resiprokt gitterpunkt ligger pa Ewald kulen,
omtales dette som en tostralesituasjon (Authier, 2001, s. 118). Krystallen kan
roteres relativt kulen slik at andre gitterpunkter kan plasseres pa kuleskallet
(Giacovazzo, 2011, s. 172).

Det folger fra figur 1.6 at fglgende sammenheng ma vaere oppfylt:

2k, -h+|h|* =0 (1.15)

Ligningen tilsvarer Braggs lov.
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1.4 Elektromagnetisk vekselvirkning
Elektrisk dipolmoment

En fysisk elektrisk dipol bestar av to like ladninger, en negativ og en positiv,
separert av en gitt avstand (Griffiths, 1989, s. 145). En enkel modell for en
oscillerende elektrisk dipol er vist i figur 1.7. Systemet bestar av et elektron
som kan forflytte seg langs z-aksen som funksjon av tiden ¢. Den positive lad-
ningen er fiksert i origo. Systemet har da en asymmetrisk ladningsfordeling.
Det elektriske dipolmomentet er gitt ved:

p(t) = —ez(t) (1.16)
Et ytre tidsavhengig elektrisk felt, E = Ezl%, uttrykt ved
E.(t) = Eyexp(2mivt) (1.17)

far elektronet til a oscillere langs z-aksen med samme frekvens, v.

Z A

Figur 1.7: Figuren viser en enkel modell for en oscillerende dipol.

Elektronets posisjon pa z-aksen vil veere bestemt av en klassisk analyse basert
pa Newtons 2. lov. Elektronet med masse m, erfarer “fjeerkraft” og “demp-
ningskraft” relativt origo, kodet inn i parametrene vy og 7o.
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e 1
t) = E.(t
(1) 4m?m, (V2 — 12) — iyov ®)
B PO U G110 P A P
wma | PRt ) =R+ e
(1.18)
Uttrykt ved den klassiske elektronradien,
2
e
= —— 1.19
" 4megm,c? ( )
kan det elektriske dipolmomentet skrives som:
p(t) _60T6>\ 1 _I_ (V2 _ Vg)yg _ (/701/)2 - /701/3 E (t)
m (2 =g+ (wv)? (¥ =18+ (ov)?]
(1.20)

Permittiviteten i vakuum er gitt ved symbolet ;. For et mangeelektronsys-
tem, atom, summeres ligning (1.20) med hensyn pa atomets virtuelle oscil-
latorer, j. Vi far da aktuell atomformfaktor inkludert korreksjon. g; kalles
oscillatorstyrke (Azaroff, 1968, s. 167) (Jens Als-Nielsen, 2001, s. 238-239).

(v =)} — (v)? Q%
11+ J/7°J ) J _ (0) i , i "

(1.21)

Elektrisk polarisasjon

Fra ligning (1.20) folger det at atomet har et dipolmoment, p, i samme retning
som E og proporsjonalt med E. Den elektriske polarisasjonen, P, er definert
som dipolmoment per volumenhet. P er proporsjonal med det elektriske feltet
uttrykt ved sammenhengen:

P = ¢ x.E (1.22)
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hvor x. er den dielektriske susceptibiliteten til mediet. E er det totale elek-
triske feltet med bidrag bade fra materialet og det ytre feltet (Griffiths, 1989,
s. 158-164, 175-176).

Den dielektiske susceptibiliteten er en materialparameter. Definisjonen av pa-
rameteren er gitt ved den elektriske polarisasjonen i mediet (ligning (1.22)),
men den kan ogsa uttrykkes ved elektrontettheten, atomformfaktoren og
strukturfaktoren. N, er antall elektroner i atom n (Authier, 2001, s. 36-37):

Xe(r) = — Ti:\2 Z(S(I‘ — 1) f,

_rep(r)N? )>\2

T
T

=-— > Fnexp(—2mih ) (1.23)
¢ h

Forskyvningsfelt og brytningsindeks
Krystallen betraktes som et dielektrisk medium uten frie ladninger eller

strommer. For & beskrive dens elektriske egenskaper introduseres en ny stor-
relse, forskyvningsfeltet D (Authier, 2001, s. 28):

D= EoE +P = 60(1 + Xe)E (124)

Maxwells ligninger kan na uttrykkes ved (Griffiths, 1989, s. 311):

V-D=0 (1.25a)
V-B=0 (1.25b)
0B
E=— 1.2

V X 5 (1.25¢)
1 oD
- B=_"— 1.25d
MOV X 5 (1.25d)

to er permeabiliteten i vakuum og B er den magnetiske flukstettheten.
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Nar en lar den dielektriske susceptibiliteten, y., veere representert ved sin
gjennomsnittlige verdi, xo, vil forskyvningsfeltet, D, tilfredsstille bolgelig-
ningen:

D 1 90°D

V2D = 1 =
6Olu(]( + XO) 8t2 ’U2 8t2

(1.26)

hvor v er lysets hastighet i mediet.

Brytningsindeksen, n, er videre gitt ved:

c
nz;:\/lthO (1.27)

Siden xo < 1 kan brytningsindeksen skrives som (Authier, 2001, s. 41):

X0

7’6)\2F0
= 1- 1.29
oV (1.29)

Elektrisk dipolstraling

Et elektrisk dipolmoment som varierer med tiden, vil produsere elektromag-
netiske bglger. Disse kan observeres i stor avstand fra dipolen og omtales som
elektrisk dipolstraling. Det elektriske feltet, E, knyttet til denne stralingen
kan bestemmes fra den elektriske Hertz vektoren, Il.. Il er gitt av mediets
polarisasjon, P, gjennom

011

VL, — eopip—— = —P 1.30
€ofto o2 ( )
og E kan bestemmes fra:
1 o011,
E=—-V(V- IL) — po—> 1.31
€ ( ) Ho o2 ( )

For en fullstendig utledning av Hertz vektoren og den elektriske feltvektoren,
se Authier (2001) side 32.
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For et fritt elektron lokalisert i origo, kan polarisasjon uttrykkes ved:

P(r,t) = pyexp (2mivt)o(r) (1.32)

med p, = —%EO (se ligning (1.20)). Dette gir opphav til det elektriske
feltet (Authier, 2001, s. 36):

E(r,t) = — By (r, C) 22 W(:t mLADII (1.33)

S>>

() 4

Po

Figur 1.8: En kulebglge som brer seg radielt utover med observasjonsretning r, dipol-
orientering p, og feltretning n. Alle er vektorer i xz-planet.

Enhetsvektoren, n, som gir feltretningen, ligger i planet utspent av p, og
observasjonsretningen r og star vinkelrett pa r. Polarisasjonsfaktoren, C', er
gitt ved:

.~ Po
C=n —L (1.34)
|Po|
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1.5 Kinematisk teori

Den forste og enkleste teorien bade Darwin (Darwin, 1914a), Ewald (Ewald,
1913) og von Laue (von Laue, 1912) introduserte hver for seg, betegnes som
kinematisk eller geometrisk diffraksjonsteori. I den kinematiske teorien legger
en til grunn at den innkommende bglgen er upavirket av spredningsprosessen
i planene. Det vil si at alle plan erfarer samme amplitude av innkommende
belge (Authier, 2001, s. 5-6).

N/SIILT

2

Y
v
\
\/

\

(a) Vekselvirkning mellom planbglger (b) Vekselvirkning mellom planbgl-
og spredere i plan ger og spreder

Figur 1.9: a) Den innkommende stralen (rgd) er uendret (amplituden er den samme)
gjennom planene. De spredte bplgene (bla) er de som den innkomne bglgen gir opphav til.
b) Den innkommende planbglgen (rgd) pavirker dipolene slik at de sender ut kulebglger

(bla). Disse interfererer ikke med hverandre.

Standard formulering av kinematisk teori, Warren (1990) kapittel 3, legger
til grunn en innkommende planbglge.

E, = E,exp (—2mik, - 1)

Tidsfaktoren exp (2mivt) og feltenes vektornatur tas ikke eksplisitt med i
uttrykkene her.

Videre er sprederne (elektronene) lokalisert i posisjoner gitt ved vektorene r,,.
Den resulterende amplituden i observasjonspunktet til den spredte bolgen,
fra dette systemet av spredere, er da gitt ved superposisjon:

exp (—2mikR)

Eh = —EO(’I"GO) R

Z exp (2mi K - r,) (1.35)
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Observasjonspunktet er i en avstand R fra origo i en retning spesifisert ved
bolgevektoren ky,. K = ky, — k,, er spredningsvektoren definert i avsnitt 1.3.

Krystallgitterets periodisitet, avsnitt 1.1, medferer at summen ) i ligning
(1.35) méa inkludere summen over tillatte translasjonsvektorer T. Ved & de-
finere funksjonen F(K), systemets spredningsamplitude,

F(K) = Zexp (2mi K - T)

folger det at:

F(K)=) exp2miK-T)

= Z exp(2miK, nia) Z exp(2miKynqb) Z exp(2mi K, nsc)

ni n2 n3
_sin(m N1 Kpa) sin(mNoKyb) sin(mN3Kc)
~ sin(rK,a)  sin(rK,b)  sin(rK.c)

(1.36)

der Ny, Ny og N3 angir antall celler krystallen er bygget opp av. F/(K = H)
tilsvarer Fy, strukturfaktoren. Intensiteten til spredt straling, I(K), vil veere
proporsjonal med |F(K)|?. Da har en at:

sin?(m Ny K,a) sin®(mNoK,b) sin®(mN3K,c)
sin?(mK,a) sin?(m K,b) sin? (7K ,c)

I(K) o (1.37)

Ligning (1.37) blir kalt for von Laues interferensfunksjon (Azaroff, 1968, s.

186-193).

Summen i ligning (1.35) kan generelt erstattes med et integral

Z exp(2miK - r,) = /p(r) exp (2mi K - r)d®r

der p(r) er elektrontettheten. Ved & nytte ligning (1.4) folger det at:

F
Z exp (2miK - r,) = Z Vh /exp (2mi K - h)d*r
n h ¢ Jv
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Integrasjonen skjer over krystallens volum, v. Som for von Laues interferens-
funksjon, vil en ha et endelig bidrag bare nar K ~ h (Braggs lov er oppfylt).
Det folger videre at for spredt intensitet gjelder:

[(K) — ]h X |Fh|2

Dette er et ngkkelresultat for kinematisk teori.
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1.6 Dynamisk teori

Det var Ewald som introduserte begrepet dynamisk teori, da han presen-
terte arbeidet sitt. Bade Darwin, Ewald og von Laue kom frem til at den
kinematiske teorien ikke var fullstendig nok i forhold til energibevaring. Den
dynamiske teorien tar derfor hensyn til at bolgene erfarer multiple spred-
ningsprosesser i mediet (Warren, 1990, s. 315).

Darwins dynamiske teori

Darwins dynamiske teori (Darwin, 1914b) tar hensyn til at de reflekterte og
transmitterte stralene kan spres “pa nytt”, i hvert gitterplan gjennom kry-
stallen (Authier, 2006, s. 534).

Reflekterte/diffrakterte straler

N /ST
R TAVAVAVAVAVAV
R AVAVAVAVAVAN
R AVAVAVAVA
\YAVAVAVA
NERYAVAVAY
V\/\
WA

Transmitterte straler

Figur 1.10: Dynamisk teori: Den innkommende stralen (rgd) blir svekket av refleksjon
i planene. De reflekterte bolgene (bla) spres pa nytt i planene og blir svekket pd samme

mate som den innkommende stralen.

Amplituder og faser for bglgene er knyttet sammen over hvert gitterplan.
Dette gir et sett av rekursjonsligninger som er temaet for oppgaven i del II.

Ewald og von Laues dynamiske teori

I likhet med Darwins arbeid, gav ogsa Ewalds teori som resultat, at inte-
grert intensitet til reflektert strale er proporsjonal med absoluttverdien av
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strukturfaktoren (Ewald, 1925):

Ewalds teori har vist seg a ha et bredere anvendelsesomrade enn Darwins.
Det viktigste er postulatet av et bglgefelt: Det elektriske feltet inne i krystal-
len ved likevekt kan uttrykkes som en sum av planbglger. Bolgevektorene til
planbglgene er relatert ved de resiproke gittervektorene (Ewald, 1913; Dar-
win, 1914b; Authier, 2001, s. 11):

E = E, exp(—27ik, - r) + E, exp(—2miky, - r) + ... (1.39)

[ motsetning til Ewalds teori som er pa mikroskopisk niva, er von Laues
makroskopisk (von Laue, 1931). Det vil si at den tar utgangspunkt i Maxwells
ligninger. Ewald sa pa individuelle dipoler, mens Laues dynamiske teori tok
utgangspunkt i den dielektriske susceptibiliteten til mediet som erfarer rgnt-
genstraling (Authier, 2001, s. 14).

Forskyvningsfeltet til en elektromagnetisk bglge i et medium med en konti-
nuerlig dielektrisk susceptibilitet, . tilfredstiller bglgeligningen:

1 9°D

VXVXx(1l=x)D=—-—5—— 1.40
XV X (1=x)D =~ (1.40)

Hvor D(r,t) svarer til Ewalds bglgefelt
D(r,t) = » D,e’m ko) (1.41)

g9

og den dielektriske susceptibiliteten er:
Xe(r) = xpe™mr (1.42)

h

I den sakalte fundamentalteorien handteres amplitudene Dy, ligning (1.41),
som posisjonsuavhengige. Ligning (1.40) omformes da til et egenverdipro-
blem knyttet til bglgevektorenes felles utgangspunkt. Lgsningene gir sakalte
dispersjonsflater. Egenverdiproblemets egenvektorer gir bglgekomponentenes
amplituder.



1.6. DYNAMISK TEORI 35

I teorien utviklet av Takagi forst i 1962 og med flere detaljer i 1969, er
amplitudene posisjonsavhengige, men bglgevektorne bestemmes ved midlere
refraksjon alene. Likning (1.40) gir da et sett av koblede partielle differen-
sialligninger for amplitudene (Takagi, 1962; Takagi, 1969).

Wagenfeld (1986) har vist at Ewald og von Laues teori er ekvivalente (Wa-
genfeld, 1968).
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Kapittel 2

Darwin I: Innfgring 1 notasjon og
begrep

Den forste artikkelen til Darwin bygger pa von Laues ligninger (avsnitt 1.3)
som beskriver interferens av rgntgenstraler i krystaller. Fra disse ligningene
kan en utlede nar konstruktiv interferens inntreffer, men de gir ikke intensi-
teten ved dette maksimumet. Pa Darwins tid var det begrensninger innenfor
de eksperimentelle rammebetingelsene. Han mente derfor at det var essen-
sielt & benytte kulebglger for modellering av rgntgenstraler. Darwin bruker
ogsa Braggs teori (avsnitt 1.3) ved & betrakte diffraksjonsfenomenet som en
konsekvens av refleksjon i parallelle plan av atomer. Han legger til grunn at
disse planene ogsa er parallelle til krystallens overflate, noe som forenkler de
geometriske betraktningene (Darwin, 1914a, s. 315).

For Darwin tok fatt pa utledningen av teorien la han fram hvilke antagelser
som la til grunn. Han antok forst at rgntgenstralefenomenet er en gren av
optisk teori som omfatter diffraksjon og dispersjon. Videre antok han at rgnt-
genstralene adlyder lovene i den elektromagnetiske teori og at amplituden til
en belge som passerer gjennom et materie reduseres eksponensielt (Darwin,
1914a, s. 315).

37



38 KAPITTEL 2. DARWIN I: INNFORING I NOTASJON OG BEGREP

2.1 Beregninger for et enkelt plan

2.1.1 Bpglge spredt av et plan

En innkommende strale, A; blir modellert som en kulebglge. Ligningen for
bglgen har da fglgende form nar en bruker vanlig krystallografisk notasjon
for faseleddet:

A — Aoexp[Qm(VRt —kR)]

(2.1)

Ay er amplituden, v frekvensen, ¢ tiden, k belgetallet i vakuum og R av-
standen fra kilden og ned til krystallen i zz-planet (se figur 2.1). % er gitt
symbolet Ag hos Warren (1990). Aktuell sammenheng mellom dimensjonene
blir [Ag] = [A;] x m. Ved & bruke skrivematen i ligning (2.1) kan en se at
bolgens amplitude blir redusert jo lenger bort fra kilden en kommer. Det
antas at stralekilden har en gitt utstrekning slik at & > 0 og ligningen kan

derfor ikke divergere.

Fra figur 2.1 kan en tenke seg en spreder, i form av en dipol, plassert i origo.
Sprederen vil i praksis veere et atom som genererer spredt straling tilsvarende
en kulebglge. Bidragene fra alle atomene i xy-planet summeres. Tettheten av
spredere i planet er stor og de antas a vaere av samme type. Summen kan
erstattes med et integral siden fasen varierer lite mellom naboatomer. Den
totale reflekterte bolgen fra et gitt arealelement, (d€ dn), vil veere beskrevet
ved ligningen:

l exp{2mi[vt — k(\@| + |Cﬁm}

d?A, = Ay F(20,k)Nd
o f(20,k) N dp R —R)

dédn  (2.2)

f(20, k) omtales som spredningslengden for spredning av rentgenstraling for
en vinkel 26. Spredningslengden er et mal for styrken pa vekselvirkningen
mellom spreder og eksisterende bglge. Darwin antok at en kan bruke en gjen-
nomsnittsverdi for denne vekselvirkningen. N er antall spredere per volumen-
het i krystallen og dpx; er avstanden mellom de parallelle planene. Produktet
Ndpy; blir da antall spredere per arealenhet. For en vilkarlig posisjon, @, i
planet er veilengden, kilde - detektor, lik Re, + ¢, = [KQ| + |QP], se figur
2.1.
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K

/
/
/
K ~
0/
0

Figur 2.1: En stralekilde er plassert i K og sender ut en strale som treffer origo, O. Stralen

blir reflektert til P, bade K, O og P ligger i zz-planet, spredningsplanet. Punktene Ky og
Py er symmetrisk plassert i forhold til K og P. Avstanden fra K til Py, og fra P til Ky er

lik p . En alternativ vei for stralen er a “treffe” et punkt, @, i xy-planet, og bli reflektert

til P. zy-planet er et vilkarlig, semiuendelig Bragg plan i krystallen og geometrien er

valgt pa en slik mate at R + r er den korteste veien mellom K, xy-planet og P. Vinkelen
mellom den innkommende stralen og planet er lik vinkelen til den reflekterte stralen.
Krystalloveflaten er parallell med zy-planet, slik at den reflekterte bolgen vil falle pa den
samme krystalloverflaten som den innkommende bglgen. (Figuren er gjengitt fritt etter
Warren 1990, s. 316).

Matematiske detaljer:

For a finne |@| + |Q?| i ligning (2.2) kan en bruke folgende fremgangs-
mate:

[@:ﬁjLO@:(Rcos@i—RsinHl%)—i—(&ijLnj)

9 0 242
|m|:\/(RCOSQ—I—f)Q—l—nz—FRQSinzé’zR\/l—l- 52)8 +§}‘;7Z
En bruker videre at rekkeutviklingen av v1+2 = 1+ jz — 2% + ...

og antar at £ og n er sma sammenlignet med R. Tar med ledd til andre
orden og far:

£2sin?60  n?
KQ| ~ > " 7
| (§| R+ & cosf + ¥ +2R
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Q? 0P — Oﬁ [(p— R) cosOi+ (p—R) sinfk] — (Ei+1))

P4 tilsvarende mate som for \@| finnes \Cﬁ|

|Q?| = \/[(p—R) cos — &2+ 12+ (p— R)? sin® 0

£2 sin? 0 N n?
20— R)  2(p—R)
Den totale veilengden kan da uttrykkes som:

KGQI+1QP = p+ 5 s ( N

[ sin utledning bruker Darwin Fresnel integraler (Warren, 1990, s. 318) for
a bestemme et uttrykk for den reflekterte bglgen. Det aktuelle integralet
fremkommer na ved bruk av standard programvare (Mathematica 8.0):

~(p—R)—¢cosf+

(€% sin? 6 + 1)

o

™

/ exp(—iar?)dr = ()2 exp(~i T)

—0o0

Ved & bruke dette pa ligning (2.2) finner en den reflekterte bolgen fra et
uendelig stort plan som:

A= |[[aa
B _~ exp[2mi (vt — k p)] p
= AO P f(29, k‘) Ndhkl 7R(p — R) X
jjexp [ m )(5 sin? 0 + n?) | dédn
— (26, k) li:vsﬁké exp (—ig) J, Zxpl2m (;t —kp) (2.3)

Av denne ligningen kan en se at den reflekterte belgen vil ha et faseskifte pa
5 1 forhold til den innkommende bglgen. Det medfgrer at en strale som blir
reflektert to ganger er i motfase med den innkommende stralen. Dette svarer

til destruktiv interferens.
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2.1.2 Refleksjonskoeffisient

Darwin introduserer na storrelsen refleksjonskoeffisient, —iq , ut fra ligning
(2.3). Refleksjonskoeffisienten forteller hvor stor del av den innkommende
bglgen som blir reflektert:

_ N dppi, T
—iq = f(20,k) pp— exp ( 12) (2.4)
Den reflekterte belgen i ligning (2.3) vil da vaere gitt pa folgende form:
~ 2mi (vt —k
A, = —igq A, exp [2mi (vt — k p)] (2.5)

p

Oversettelsesskjema for symboler

Spredningslengden tilknyttet vekselvirkningen mellom rgntgenstraling og et
atom er vanligvis gitt som (Authier, 2001):

f(20,k) — —r. f(20,k)C

re er den klassiske elektronradien. f(26, k) er atomformfaktoren for rontgen-
straling. Ved foroverspredning er den lik Z, antall elektroner assosiert med
det gitte atomet. C' er polarisasjonsfaktoren. I en standard tostralesitua-
sjon (avsnitt 1.3) er den lik cos 26 nar den innkommende bglgens elektriske
feltvektor ligger i spredningsplanet og lik 1 nar den innkommende bglgens
elektriske feltvektor star vinkelrett pa spredningsplanet (avsnitt 1.2). Det-
te gir refleksjonskoeffisienten pa tilsvarende form som Borie (1967) utleder.
Dimensjonsanalyse indikerer videre at en kan identifisere

’f’eCFh

C

N f(20,k) — (2.6)

med Fy, lik den aktuelle strukturfaktoren og V. lik volumet til enhetscellen.
I denne overgangen er det enhetscellen, som kan inneholde ulike atomtyper,
som blir den sentrale spredende enhet. Ved a erstatte avstanden mellom pla-
nene, dnr;, med den inverse absoluttverdien av den resiproke gittervektoren
|h| (se avsnitt 1.1) og bruke at k = %, finner en at Darwins refleksjonskoeffi-
sient kan uttrykkes ved:
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Ar, C

AT (2.7)

—ig
Nar denne definisjonen tas med, blir ¢ generelt kompleks. Refleksjonskoef-

fisienten er av stgrrelsesorden 107°. Det vil si at det bare er rundt 0.01%0 av
den innkommende stralen som blir reflektert av planet.

’ v
9§ e
i S
| X
v
Figur 2.2: Viser sammenhengen mellom planavstand, dpx = ‘—}11|, veilengde, A, og spred-

ningsvinkel 6.

Fra figur 2.2 kan en se at aktuell sammenheng mellom stgrrelsene er:

N=——
|h|sin 6
Refleksjonskoeffisienten kan da uttrykkes:

Ar.CA

—iqg =1 —— Fj 2.8
iq=1 7 h (2.8)
hvor stgrrelsen
Ar, C
—iKk =1 B 2.9
i =i —— Fi (2.9)

er spredningsevnen per lengdeenhet.
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2.1.3 Brytningsindeks

Vi skal na se pa bglger som transmitteres gjennom et plan. Refleksjonen i
planene antas her som neglisjerbar (se figur 2.3). Transmisjonskoeffisienten
svarer til refleksjonskoeffisienten der atomformfaktoren f(260,%k) — f(0,k).
Transmisjonskoeffisienten betegnes som —iqy og den transmitterte bolgen fra
plan s = 0 kan skrives slik:

~ exp[2mi(vt — kR)] - exp[2mi(vt — kR)]

AW = 4, 0 — igoAg - (2.10)

Det fgrste leddet beskriver den opprinnelige bglgen fra kilden pa plan s =0
i krystallen og det siste leddet er tillegget pa grunn av spredning i planet.
Ved a anta at g er liten og bruke approksimasjonen:

e M0 ~ 1 — g (2.11)

Blir uttrykket for bglgen na:

o~ exp2mi(vt — kR ~ exp|2mi(vt — kR) — i

- 7 (2.12)

0
TN\ [ du
3

Figur 2.3: Foroverspredning: Den rgde linjen beskriver den innkommende stralen som
blir svekket av absorpsjon og pa grunn av multippel spredning i foroverretning. dpy; angir

planavstanden.

I denne beskrivelsen av bglgen er det i utgangspunktet ikke tatt hensyn til
absorpsjon i planet og Darwin tilfgyer derfor en dempningsfaktor b. Siden qq
her er antatt reell blir b handtert for seg. Dette er en konsekvens av at qg i
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praksis er kompleks og folgelig har en imaginaerdel. En annen mate & innfgre
absorpsjon pa er ved a multiplisere bglgen med (1 —b—igy) (Darwin, 1914b,
s. 678)). Den transmitterte bplgen kan na skrives som:

exp[2mi(vt — kR) — iqo)
R

AY = Agb (2.13)

Dette gjelder for plan s = 0. Nar den transmitterte bglgen fra plan s = 0,
treffer det neste planet, vil den bli spredt pa ny. Noe blir ogsa absorbert o
det ma derfor tas hensyn til absorpsjon. Dette gjgres ved a multiplisere A§°
med b og ta med tillegget fra den spredte bglgen fra plan s = 1. Denne vil
ogsa bli dempet i plan s = 1. Den transmitterte bglgen fra dette planet blir

da:

AD Z [ (1 — igp) AgpSR L2Vt = (R + dya cse O)]}

R
_quAObexp {2mi[vt — k;{R + dpcscO)]} ] b (2.14)
wexp {2mi[vt — k(R + dpg csc 0)] — 2igo}

~ Aob

R

dpricsc O er den ekstra lengden den innkommende stralen ma ga fra plan
s =0 til plan s = 1. Fordi dy; csc @ < R er nevneren tilnsermet konstant lik

R.

Ved a gjore tilsvarende beregninger for de neste planene finner vi at ligningen
for den transmitterte bglgen fra plan s blir:

po+1 EXP {2mi[vt — k(R + sdpiicsc )] — (s + 1)igo}
0

AP = A -

(2.15)

Intensiteten til den transmitterte bglgen er proporsjonal med kvadratet av
amplituden. Absorpsjonskoeffisienten definert pa intensitetsniva er derfor:

b = exp(—puly) = b* = exp(—pudpx csc ) (2.16)

Her er veilengden gjennom krystallen gitt ved Iy = jdpx cscf og p er den
linexere absorpsjonskoeffisienten. j er totalt antall plan i krystallen.
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Telleren i ligning (2.15) kalles for fasefaktoren og kan na ved utgangen av
krystallen, skrives som:

exp {2mi[vt — k(R + jdpr csc0)] —iqoj}

lpsin @
=exp {2mi[vt — k(R + ly)] — iqo 0> }
dhkl
B o o o Sin 6
=exp[2mi(vt — kR)| exp[—2mikly(1 + 727dehkl)]

Viser altsa her at bolgetallet til bglgen i krystallen har forandret seg i forhold
til i vakuum. Darwin definerte denne forandringen som brytningsindeksen til
krystallen:

qo sin 6
=1 2.17
" + 27Tk‘dhkl ( )
som tilsvarer ligning (1.29):
A7,
=1- F
" 27V, 0
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2.2 Beregninger for flere plan

2.2.1 Resultantamplitude

Ved a kjenne refleksjonskoeffisienten for refleksjon fra plan og brytningsin-
deksen til mediet, kan en na ga videre og summere bglgene reflektert fra
flere plan. En kan da bestemme amplituden til den totalt diffrakterte bglgen,
resultantamplituden Aj.

Figur 2.4: Tverrsnitt av plan 0, 1,..., s,..., j. Stralekilden er plassert i K og detektoren
er plassert i P. For & gjgre geometrien enklere er K og P plassert symmetrisk i forhold til
midtnormalen gjennom Og, O, ..., O, ..., der stralene fra K treffer planene i krystallen.
Iy, I, ..., I, ..., er tenkte kilder for de reflekterte bglgene.

Fra figur 2.4 er |IO?| = po,...,|1?\ = ps 08 |R| = 25dp. Vinkelen
[(OsK, Ogly) =20, og /(OsK, OsP) = m — 20,.

Fra ligning (2.5) har vi den reflekterte bolgen fra det gverste planet, s = 0.
Den innkommende bglgen til det andre planet er transmittert gjennom det
gverste planet, og gitt av ligning (2.13). Ved & bruke samme fremgangsmaéate
som i avsnitt 2.1 for a beregne den transmitterte stralingen fra et plan, finner
en ogsa uttrykket for den transmitterte stralingen for s = 1. Denne reflekterte
bolgen treffer det gverste planet igjen og blir dermed transmittert og det skjer
en absorpsjon. Fra avsnitt 2.1.3 har en da at stralen som treffer malepunktet
P er gitt som:
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AD — ig1? Ay exp [2mi (vt — k p1) — 2iqo)
P1

Ved a gjore dette for alle planene og summere alle bidragene, finner en den
totale amplituden for den reflekterte stralingen fra s plan som:

Ay = (—ig) Ay exp [2mi (pl/t —k po)]
0

exp [2mi (vt — k p1) — 2iqo)
P1

+ (—ig) b* Ay

_|_ e
exp [2mi (vt — k ps) — 2isqo)

+ (—ig)b* A
(i) b= A Ps

(2.18)

Det er en form for asymmetri i dette uttrykket: ¢o blir tatt ngye med i
regnskapet, mens —iq bare blir tatt med en gang. Denne modellen tar ngye
hensyn til spredningsbidragene i foroverretning og absorpsjon. Utover dette
tas det ikke hensyn til multippel spredning. Dette gir kinematisk intensitet,
men med korrekt refraksjonseffekt, det vil si en kodet versjon av Braggs lov,
nar mediets brytningsindeks tas i betraktning.

En kan anta at pg & p, for nevneren i ligning (2.18) og ved & sette inn for b
(ligning (2.16)) blir A, faktorisert pa folgende mate:

~ exp [2mi (vt — k po)]

Ah = — zq AO
Po
X {1 + exp[—pdpi csc O+ 2mik (po — p1) — 2iqo)
_|_ e
+ exp[—sudpk cscl + 2mik (po — ps) — 2isqo]
+ ... }

—
Videre gjor Darwin tilngermingen py — ps &= —|Ipls| sin by, erstatter pg — p
og 6y — 6. Totalrefleksjonsamplituden blir da:
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- exp[2mi (vt —kp

) Z exp(—sudp csc O — Amiksdpy sin @ — 2isqp)

Ah = —iq A(]
P s=0
[ EXP 2mi (vt —kp)] 1
~ —i
450 p 1 — exp (—pdpg csc 0 — Amikdpy sin 6 — 2iqg)

Matematiske detaljer:

For & beregne Y -, exp(—spudpy cscl — 4miksdyy sin@ — 2isqg) bruker
en reglene for geometriske summer.

Z exp(—spudp cscl — Amiksdpy sin @ — 2isqg) = Z s

s=0 s=0

hvor & = exp (—pudpg; csc O — Amikdpy sinf — 2iqo)
For geometriske summer gjelder:

S
SZ:OI T

Totalt antall plan, j, gar mot uendelig,

lim 27 — 0

J—00

siden R(—pdp cscl — Amikdyy sin @ — 2igy) < 0 nar en har absorpsjon i
systemet. Finner da den tilnaeermede summen som:

= 1 1
; TEIC v 1 —exp(—pdpy cscO — dmikdyy sin @ — 2iqo)

Braggs ligning kjenner en som 2dp,;; sin g = n eller uttrykt som 2kdy;,; sinfg =
n, hvor g er Bragg vinkelen, se avsnitt 1.3. Ved a utvikle en Taylorrekke
(matematisk detalj s. 49) for sinf om 05 og sette dette inn i Braggs ligning
far en:

2rkdpyy sin @ ~ nw + 2wkdpg (0 — 0p) coslp

Ved a sette dette inn i uttrykket for den totale refleksjonsamplituden, Ay
finner en:
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A = —ig A, exp [2mi (vt — k p)]
p

1
1 — exp|—pudpg csclp — Amikdp (0 — 0p) cos O — 2iqo)

X

~ —iq Ay exp [2mi (vt — k p)]
p

1
X
,udhkl CSC 93 + 2i[2ﬂ'kdhkl(¢9 — 93) COS HB + qo]

(2.19)

Denne tilnsermingen kan gjores ved a bruke rekkeutviklingen av eksponen-
tialfunksjonen nar argumentet < 1.

Matematiske detaljer:

Taylorrekken for sin# om 65 kan en finne pa fglgende mate:

sinf = sin (0 — 0p) + 03]
= sin (# — 0p) cosp + cos (0 — Op) sinbp
Siden en er interessert i vinkler naer Bragg vinkelen, vil § — g veere liten.

Derfor nyttes rekkeutviklingene for sin (6 — 6p) og cos (0 — 0p) til forste
orden. Setter dette inn i ligningen over og far da uttrykket for sin 6 lik:

sinf ~ (0 — 0p) cosfp + sinfg

For a finne Taylorrekken til csc# om #p kan en nytte programvare som
Matematica 8.0. En tar med fgrste ordens ledd og far:

csch ~ csclp
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2.2.2 Intensitet og effekt til stralingen

Intensiteten til den reflekterte bglgen, I, er proporsjonal med kvadratet av
storrelsen p& amplituden, I, < |Az|?, som finnes ved & multiplisere ligning
(2.19) med den komplekskonjugerte (Griffiths, 1989, s.359):

lq? 1
1, — 2.20
h p2 (udhkl CSC 93)2 + 4[27Tk?dhkl(9 — 93) COS 93 + q()]2 ( )

0y beskriver na den virkelige vinkelen mellom den innkommende stralen og
planene. Vi ser av ligningen over at intensitetsfunksjonen har sin maksimal-
verdi nar 6 = 0y der 6, tilfredsstiller ligningen

0] o
27dehkl =0

(g — 0p) cosOp + (2.21)

Dersom en setter inn uttrykket for transmisjonskoeffisienten, qq, gitt i ligning
(2.4), finner en hvor stort avviket til §, er i forhold til Bragg vinkelen.

@hlx _ NrC

Oy — g = A = — ~
0 B 5 2w cosfy  V.m sin20p

REFy (2.22)

Dette samsvarer med ligning (4.26) s. 572 i Authier (2001). Denne forskjel-
len er av storrelsesorden 107°. Ligning (2.20) viser ogsi at I, oc |Fy|* som
forventes i en kinematisk modell (avsnitt 1.5).
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Kapittel 3

Symmetrisk Laue geometri

Darwins metode for & handtere multippel spredning, bestod i a sette opp re-
kursjonsligninger for spredningsprosessene i planene (Darwin, 1914b). Teori-
en tok utgangspunkt i Bragg geometri (figur 3.1(a)). I 1966 publiserte Borie
en artikkel der han lgste tilsvarende rekursjonsligninger med Laue geometri
(figur 3.1(b)). Resultatet ble to ligninger for & beskrive transmitterte og re-
flekterte bolger. Vanligvis nyttes Ewald-von Laue teorien til dette, men Borie
viste at Darwins teori, som av Borie blir beskrevet som en enklere teori, ogsa
er velegnet (Borie, 1966). Figur 3.1 viser de to ulike geometriene, symmetrisk
Bragg- og symmetrisk Laue geometri.

~._

(a) Symmetrisk Bragg geometri  (b) Symmetrisk Laue geometri

Figur 3.1: a) I symmetrisk Bragg geometri har den innkommende og reflekterte bglgen
samme inngangs- og utgangsflate av krystallen. b) I symmetrisk Laue geometri “krysser”
den innkommende og reflekterte bolgen motstaende overflater av krystallen.

I denne delen blir den transmitterte stralen rett for plan s betegnet med
symbolet 7. Den innkommende bglgen rett for krystalloverflaten, merkes da
Ty. De reflekterte stralene merkes S, like etter plan s. T og S representerer
bade en amplitude og en fase.

23
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3.1 Geometrisk betraktning

I symmetrisk Bragg geometri er planene som sprer parallelle med krystal-
loverflaten. Den innkommende og reflekterte bglgen danner Bragg vinkelen
med disse planene, se figur 3.2(a).

[ symmetrisk Laue geometri er krystallen utformet slik at planene som sprer,
Bragg planene, er orientert normalt pa krystalloverflaten. Braggs lov er frem-
deles oppfylt, slik at bglgene danner Bragg vinkelen med disse planene. Fikti-
ve telleplan legges parallelt med krystalloverflaten og nummereres 0, ..., s —
1,s,s4+1,...,7. 0 og j representerer overflatene som henholdsvis innkom-
mende og reflektert straling faller pa. Ved a kjenne avstanden mellom de
fiktive planene kan en regne ut hvor tykk krystallen er. Sprederne postule-
res a eksistere bare i skjeeringspunktene mellom de to planene. Dersom en
beregner spredningen fra slike skjeeringspunkter, det vil si summerer opp all
reflektert straling parallelt med overflaten, finner en et samlet uttrykk for hva
som blir reflektert assosiert med de fiktive planene. I figur 3.2(b) illustreres
dette ved at Ts og Ss representerer det som blir transmittert og reflektert i
tilknytning til aktuelle fiktive plan.

0
T,
—o—258 b s-1 -
z
—o s x -
T. S, o
—o s+1 -
J
(a) Symmetrisk Bragg geometri (b) Symmetrisk Laue geometri

Figur 3.2: De heltrukne linjene illustrerer planene som sprer rgntgenstréalingen, og pla-
nene som er stiplet er fiktive plan. Transmitterte bglger er merket rgdt, mens reflekterte

bglger er merket blatt. Overflaten er farget gronn. y-aksen star vinkelrett inn i papirplanet.

Warren (1990) og Borie (1966) omtaler de heltrukne linjene i figur 3.2(b) som
Bragg plan, mens de stiplede linjene blir omtalt som vertikale plan eller plan
normalt pa Bragg planene. Begge legger vekt pa at disse planene ikke er de
samme. Ved a betegne plan som Bragg plan, ma det forstas slik at det er
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disse planene som sprer i henhold til Braggs lov. Figurene som Warren (1990)
refererer til, er lagt inn i et koordinatsystem der krystalloverflaten er orien-
tert parallelt med yz-planet. For & gi en best mulig helhetlig presentasjon, er
figurene i denne oppgaven orientert med krystalloverflater parallelt med zy-
planet. Howie og Wheland (1961) omtaler de fiktive planene som atomplan,
mens planene som sprer omtales som refleksjonsplan. Planene som sprer om-
tales i denne oppgaven som Bragg plan og planene parallelle med overflaten
som fiktive plan eller atomplan.

Geometribegrunnelsen som Borie bruker i artikkelen fra 1967, er noe annerle-
des enn geometribetraktningene til Warren (1990) og Borie (1966). Utgangs-
punktet er Bragg geometrien som er presentert i figur 2.1 (s. 39) i denne
oppgaven. Han stiller spersmal ved hvordan en kan fa reflektert straling i
retning av observasjonspunktet K. Med dette kravet blir planene som sprer
parallelle med yz-planet, slik de er tegnet inn i figur 3.2(b). Betingelsen for
at dette skal forekomme, er at sprederne i zy-planet ma ligge pa linjer pa-
rallelle med y-aksen, med en gitt avstand mellom seg. Dette gir opphav til
Bragg plan normalt pa krystalloverflaten og atomplan parallelt med krystal-
loverflaten. Siden en er interessert i Laue geometri, antar Borie at reflekterte
bolger i retning av P i figur 2.1 interfererer destruktivt. I denne oppgaven er
tilsvarende geometri valgt.

Warren (1990) og Kuznetsov og Fofanov (1970) legger til grunn at avstanden
mellom de fiktive planene kan velges fritt. Det kan vises matematisk at dette
gjelder, men det gjenstar a finne en god fysisk tolkning. I dette avsnittet er
avstanden mellom de fiktive planen satt lik avstanden mellom Bragg planene.

Warren (1990) og Borie (1967) skiller mellom vinklene de transmitterte og
reflekterte bolgene danner med Bragg planene, henholdsvis 6, og 65. I dette
kapitlet nyttes notasjonen 61 og 6g, for ikke a komme i konflikt med symbo-
lene i kapittel 4. Handteringen av ulike vinkler har bakgrunn i et avvik fra
Bragg vinkelen, A6, slik at

Or = 05 + AD (3.1a)
Os =05 — AD (3.1b)

i symmetrisk geometri. [ artikkelen til Borie fra 1967, var meningen med a
bruke ulike vinkler for & kunne handtere asymmetrisk geometri. I kapittel
4 vises det at Borie sin gjennomgang likevel bare er gyldig for symmetrisk
Laue geometri. For rekursjonsligningene i kapittel 4 er det ogsa tatt hensyn
til at planene har “fremside”” og “bakside””, med F}, generelt ulik F_j. [
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dette kapitlet er ikke det tatt hensyn til og sluttresultatet er dermed skrevet
pa en mer kompakt mate.

Tilsvarende bruk av Darwin teori i Laue geometri er ogsa brukt av Kato
(1963), Hirsch, Howie, Nicholson, Pashley og Wheland (1965), men da i til-
knytning til andre problemstilinger enn de som er tatt opp her.
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3.2 Refleksjon fra ett atomplan

Na antar en at avstanden fra stralekilden og ned til origo gar mot uendelig,
slik at den innkommende bglgen kan betraktes som en planbglge. Planene
normalt pa krystalloverflaten sprer rgntgenstralingen. De fiktive planene, eller
atomplanene, er parallelle med overflaten av krystallen.

A,

Figur 3.3: Krystalloverflatene er parallelle med xy-planet. Ved & benytte symmetrisk
Laue geometri, reflekterer yz-planet stralingen. Dette planet kalles for Bragg plan og star
normalt pa krystalloverflaten. Den innkommende stralingen danner vinkelen 67 med dette
planet og den reflekterte stralingen vinkelen fg. Disse vinklene representerer Bragg vinke-
len med et korreksjonsledd for geometrisk avvik og refraksjon. xy-planet er parallelt med
krystalloverflaten og blir omtalt som fikivt plan eller atomplan. En tilfeldig spreder, @,
eksisterer i zy-planet, hvor et vilkarlig Bragg plan skjerer det fiktive planet. Sprederen
har koordinatene (£,7,0) i det tredimensjonale koordinatsystemet. Stralekilden er plassert
i K og observasjonspunktet i P, begge i xz-planet. Tegnet fritt fra Warren (1990) side
341.

Veilengdene Rg, og 7¢, kan na utledes pa tilsvarende mate som i avsnitt 2.1.
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2 .2 2

|@|:R5n:R—£SiH9T—|—€ COS2g+n
2 .2 2

|Cﬁ| :rgn:r—gsin%—i-%

Siden R+ r = p og R > r kan summen av veilengdene skrives som:

€2 cos? O + n?

IKQ| + |QP| = Rey + ey ~ p — (sin O + sin fs) + — (3.2)
0
‘ d! dh/([
- -—s-1
0 V / z
- B Plan for =S Lx
felles fase
- ‘ ‘ {— s+1
J
Figur 3.4: De fiktive planene (stiplet linje) nummereres ...,s — 1, s,s+ 1, .... En inn-

kommende bglge danner vinkelen 7 med planene som sprer (heltrukken linje). Stralen
blir reflektert og danner vinkelen #s med de samme planene. Lengdestykkene AB og BC
representerer ekstra veilengde, gitt av planene for felles fase. De gronne strekene illustrerer
overflaten til krystallen, og merkes 0 og j. Tegnet fritt fra Warren (1990) side 341.

Atomene i krystallen postuleres a eksistere i posisjoner der atomplanene skjze-
rer Bragg planene, figur 3.4. Avstanden mellom planene som sprer skrives
dpr;- Posisjonen et atom kan ha langs x-aksen uttrykkes da som & = m dyy
hvor m er et vilkarlig heltall. Ved & bruke geometrien i figur 3.4, kan en fin-
ne sammenhengen mellom 67 og fs. Den ekstra veilengden, AB + BC', ma
vaere lik et heltallig antall belgelengder, nA, slik at det oppstar konstruktiv
interferens. Det gir:

dpri(sin O + sinfg) = n A (3.3)

Dersom en antar at 0p ~ g ~ 6, kan en se at uttrykket over vil gi Braggs
lov. Sammenhengen i ligning 3.3 medfgrer na at £(sin 7 + sinfg) i ligning
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3.2 erstattes med mn A (Borie, 1967; Warren, 1990, s. 341). Uttrykket for
den totale veilengden, ligning (3.2), settes inn i ligningen for kulebglge i
avsnitt 2.1.1 (ligning (2.2)). Det gir uttrykket for den reflekterte bglgen fra
et atomplan som:

exp{2mi[vt — k(”@‘ + \Cﬁl)]}

d*A, = Ay f(0r + 05, k) N d' déd 4
o f(Or +0s, k) Rlp— ) £dn (3.4)
- exp{2mi[vt — k(p — mn\ + w)]}
=A N / 2r
o f(Or +0s,k)Nd R~ R dedn
(3.5)

f(O7 + 05, k) er spredningslengden, N antall spredere per volumenhet og
d' avstanden mellom de fiktive planene i krystallen. En kan se at leddet
exp(2mikmn) er lik 1. Ved & integrere pa samme mate som i avsnitt 2.1.1,
kan uttrykket for den samlede reflekterte bolgen fra et uendelig stort fiktivt
plan skrives som:

Nd - exp[2mi(vt — k
exp(_ig)Aoexp[ M(; p)l

(3.6)

Ar=f0r+0s, k)k; cosfg

Refleksjonskoeflisient

Pa samme mate som i avsnitt 2.1.2, kan en na finne refleksjonskoeffisienten
uttrykt som:

/

k cosfg

K
exp (—25)

—ig = f(O0r + 0s,k)
Borie (1967) og Warren (1990) bruker notasjonen g i stedet for g, slik det er
gjort i kapittel 2. Dette er for a skille de to koeffisientene fra hverandre. Av
ligningen kan en se at det er fg som gir bidrag til refleksjonskoeffisienten.

En er primaert interessert i tilfeller der 67 og s gar mot Bragg vinkelen, 5,
slik at cos fs =~ cos 0. Ved a nytte oversettelsesskjemaet fra avsnitt 2.1.2, vet
en at spredningslengden tilknyttet vekselvirkningen mellom rgntgenstraling
og et atom er gitt som:

f(20p,k) = —r. (20, k) C
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Videre kan en nytte at strukturfaktoren kan finnes ved sammenhengen:

TeC Fh

Refleksjonskoeffisienten blir da:

Ad'r.C

—1g =1 m h (37)



3.3. REKURSJONSLIGNINGER 61

3.3 Rekursjonsligninger

Fra figur 3.5(a) ser en at Ty, “forflytter seg” en ekstra veilengde i forhold til
T, gitt av planet for felles fase. Veilengden kan uttrykkes som d’ cos 6r. For
den reflekterte stralen er den ekstra veilengden lik d’ cos g, se figur 3.5(b).

Z A z 4
a
T; X X

- » »- Ky

o s [0
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(a) Veiforskjell til transmitterte bglger (b) Veiforskjell til reflekterte bglger

Figur 3.5: (a) Bolgevektoren k, definerer forplantningsretningen til transmittert bglge.
Planet for felles fase star vinkelrett pa begge bolgene og gir motstaende katet i en rett-
vinklet trekant. Ved denne geometribetraktningen ser en at den ekstra veilengden Ts i
tilbakelegger i forhold til T, kan uttrykkes som d’ cosfr. Krystallen er lagt inn i et ko-
ordinatsystem, med z-aksen horisontalt, y-aksen inn i papirplanet og z-aksen vertikalt.
Planet som reflekterer bglgene er orientert parallelt med yz-planet og de fiktive planene
er parallelle med zy-planet. (b) De reflekterte bplgene har forplantningsretning ky. Den
ekstra veilengden som S, tilbakelegger, kan uttrykkes som d’ cos0s. Med andre ord kan en
si at en flytter Ss en lengde d’ cos g, for at bglgen skal ha samme bglgefront som S, 1.

De ekstra veilengdene kan inkluderes i rekursjonsligningen ved a sette argu-
mentet som angir faseforskyvningen lik (Borie, 1967; Warren, 1990, s. 342)

o = 2m k d cos O, ¢s = 2wk d cosfyg (3.8)

og folgelig exp (—i¢r) og exp (—ips) som faseledd. Den transmitterte belgen
like fgr plan s = 1, kan da uttrykkes ved bglgen som treffer plan s = 0:

Ty = (1 —igo) exp (—ior)Th (3.9)

hvor (1 —igo)Ty er det som blir transmittert gjennom plan s = 0, se avsnitt
2.1.3. Dette multipliseres med exp (—i¢r) for at Ty og T} skal veere i samme
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bglgefront.

Matematiske detaljer:
Ligningen for en planbglge, uten a ta med tidsleddet, er gitt som:

A = Agexp (—2mik, - r)

hvor k, er belgevektoren i retning av den innkommende bolgen, der |k,| =
k = ; og r en retningsvektor. Fra figur 3.5(a) kan en se at:

k,=k(— sin 07 4 —cosHTl%)

r:O@:—d'lAc

Den ekstra veilengden i figur 3.5(a) kan da uttrykkes:

A= Agexp (—2mikd cosOr) = Agexp (—idr)

Na skal det finnes et uttrykk for den transmitterte og reflekterte stralen fra
plan s. Forst finner en bidragene til den reflekterte stralen, S, i figur 3.6(a).
Den er sammensatt av den reflekterte stralen fra T, pluss den delen av S,_;
som blir transmittert gjennom plan s. For at S;_; og Ss skal ha samme
fase, multipliseres faseleddet, exp (—i¢g), med den reflekterte belgen, Sy ;
(se figur 3.6(b)). Rekursjonsligningen for denne situasjonen blir da (Borie,
1966; Borie, 1967; Warren, 1990, s. 342):

Ss = (—i9)Ts + (1 —igo) exp (—is)Ss_1 (3.10)

Den transmitterte bolgen som treffer plan s + 1, Ts.4, er satt sammen av
to bidrag. Det ene bidraget er den delen av 7T som blir transmittert gjen-
nom plan s. Den gis et faseskifte grunnet veiforskjellen som er omtalt for
ligning (3.8). Det andre bidraget er den delen av S;_; som blir reflektert
av plan s i retningen av T,,;. For at S,_; skal ha fase svarende til T, og
S, multipliserer en med faseleddet exp (—i¢g). Videre multipliserer en med
faseleddet exp (—i¢r) for & fa samme fase som Ty, se figur 3.6(b). Det gir
rekursjonsligningen (Borie, 1966; Borie, 1967; Warren, 1990, s. 342):
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exp (i¢r)Tor1 = (1 —igo)Ts + (—ig) exp (—idg)Ss—1

= Ts+1 = (1 - ZgO) €xp (_Z¢T>Ts + (—ZQ) €xXp [_Z(¢T + ¢S>]Ss—1
(3.11)
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’ . x A
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(a) Krystall (b) Balanse av bglger

Figur 3.6: (a) Figuren viser rgntgenstraling som treffer fiktive plan i en krystall. De
innkommende (rgde) bglgene blir reflektert (bla) en gang. Det vises ikke hvordan stralingen
vekselvirker videre med planene. Tegnet fritt etter Borie (1966). (b) Illustrasjonen viser
balanse av innkommende og reflekterte bglger for plan s. Ss_; flyttes en lengde d cos g for
4 ha samme bglgefront som S, det gir et faseledd. S bestar av bidrag fra T reflektert av
plan s og Ss—1 med faseforskjell transmittert gjennom plan s. T4 er flyttet en veilengde
—d cosfr for & ha samme bglgefront som Ts. Det gir at exp (i¢r)Ts11 er sammensatt
av T, transmittert gjennom plan s og den delen av exp (—i¢s)Ss—1 som blir reflektert i

retning T4 av plan s.

Ved & omforme ligning (3.11) og skifte indeksene slik at s — s+ 1 fas:

Tsio — (1 —igo) exp (—igr)Tsta
(—ig) exp[—i(or + ¢s)]

Top1 — (1 —igo) exp (—igr)T

Se_1= (—ig) exp[—i(opr + ¢g)]

5 Ss:

Uttrykkene for S;_; og S settes inn i ligning (3.10). Da fremkommer et
uttrykk som bare involverer transmitterte bolger:
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Tora + [9° + (1 —igo)?] exp [—i(¢r + ¢5)|Ts

= (1 —igo)[exp (—ipr) + exp (—ips)|Tss1 (3.12)

Dette er en lineser, homogen, andre ordens rekursjonsligning med konstante
koeffisienter. Ligningen gjelder for Laue geometri og tilsvarer rekursjonslig-
ningen Darwin kom frem til ved & bruke Bragg geometri i 1914 (Darwin,
1914b, s. 678). Av resultater fra matematisk induksjon, mé den generelle lgs-
ningen av ligningen ha samme form som rekursjonsligningen (Grimaldi, 2004,
s. 447-456). Prover da a sette lgsningen lik:

T, = Bx* (3.13)

Her er B og z konstanter uavhengige av s og # 0. Ved a sette lgsningen inn i
ligning (3.12), finnes en annengradsligning (karakteristisk ligning) som bare
avhenger av x:

(Bx*){2” + [¢” + (1 — igo)*] exp [~i(dr + os)]

—a(1 — igo)[exp (—idr) + exp (—igs)]} = 0

Siden B z*® # 0 finnes to karakteristiske rgtter, x1 og x5, ved a lgse annen-
gradsligningen pa standard mate.

Warren (1990) og Borie (1967) introduserer to nye variable, ¢ og A, slik at:

¢r=0+Ap, ds=0—A¢,  Ir+os =20, Ir—ods=20¢ (3.14)
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Matematiske detaljer:

Uttrykkene i (3.14) fremkommer ved & bruke faseleddene i ligning (3.8),
¢r 0g ¢s:

o1 + ¢s = 2m k d' (cos O + cosOs) = 2¢ = ¢ = wk d'(cos O + cos Og)
dr — ds = 2wk d'(cos Oy — coss) = 2A¢ = A¢ = 7k d'(cos O — cosbg)

Nar ¢ og ¢s nermer seg Bragg vinkelen, det vil si at 67 ~ 05 ~ 0, vil

Oor~ pg~ ¢ =2mkd cosfp og Ap =0

Dette kan en bruke til a forenkle annengradsligningen slik at en far:

2% —2(1 —igy) cos A exp (—ig) z + [¢> + (1 —igo)?*] exp (—i2¢) = 0

Matematiske detaljer:
Ved a benytte uttrykkene i (3.14) kan en skrive:

exp (—igr) + exp (—igs) = exp [—i(¢ + Ag)] + exp [—i(¢ — Ag)]
= exp (—i¢)[exp (—iA¢) + exp (iAg)]
= exp (—i¢)2 cos A

Dette settes inn i annengradsligningen.

Finner z; og x5 til & vaere

x1 = exp (—ip)[(1 — igo) cos A¢ + iu] (3.15a)
xg = exp (—ig)[(1 — igo) cos Ap — iu] (3.15Db)

hvor
U= \/92 + (1 —igo)? sin® A¢ (3.16)

Differansen mellom de to rottene kan skrives z7 — 2o = 2iuexp (—i¢). En
kan ogsa se at de karakteristiske rgttene er linezert uavhengige av hverandre.



66 KAPITTEL 3. SYMMETRISK LAUE GEOMETRI

Matematiske detaljer:

Annengradsligningen lgses ved abc-formelen:

b Vb2 — 4ac
Tig=——Ff —F——
2a 2a

I dette tilfellet er
a=1
b= —2(1 —igp) cos A¢ exp (—i¢)
¢ = [g" + (1 —igo)*] exp (—i20)

2(1 — igg) cos Ag exp (—ig)
2
VA(L = igo) cos Apexp (—ig)]* — 4[g® + (1 — igo)*] exp (—i29)
2

T2 =

+
= (1 —igo) cos Apexp (—i¢p)

N V/4exp (—i20){[(1 — igo) cos AJ2 — [g2 + (1 — igo)?]}
2
(1 —igo) cos Ap £ v/—g2 + (1 — igy)2(cos? Ag — 1)]

= exp (—i¢)

= exp (—i¢) -(1 — igo) cos A + \/—92 — (1 —igo)?*(sin® Acb)]

= exp (—i¢) |(1 —igo) cos A¢ & Z'\/92 + (1 — igp)?(sin® Acb)]

= exp (—ip)[(1 — igo) cos A¢ £ iu]

Superposisjonsprinsippet sier at dersom x; og o er linesert uavhengige lgs-
ninger av ligningen, vil en lineszerkombinasjon av rgttene ogsa veere en lgsning.
Den generelle lpsningen med B; og B, som konstanter, blir da lik (Boyce and
DiPrima, 2005, s. 145);(Grimaldi, 2004, s. 456):

T, = B2 + By (3.17)

For s = 0, far en randbetingelsen:
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Ty = By + By (3.18)

Siden det ikke finnes plan med indeks s = —1, vet en at det heller ikke er noen
spredning fra dette planet, S;_; = 0. Fra ligning (3.11) for s = 0 folger det
at 71 = (1 —igo) exp (—i¢r)Th, som tilsvarer ligning (3.9). Dette kombineres
med den generelle lpsningen, ligning (3.17), slik at:

Bll’l + BQLUQ = (1 — Zg0> exp (—ZQbT)TO (319)

Na har en to ligninger, (3.18) og (3.19), med to ukjente. Konstantene By og
B> kan en dermed finne til a veere:

2B, = Tyl — (1 —igo)sin Ag

" ] (3.20a)
232:7u1+(1_i?;$nA¢] (3.20b)

Borie har en tilsvarende generell lgsning (ligning (3.17)) i artiklene fra 1966
og 1967. Mens Warren (1990) setter B i ligning (3.13) til & veere lik T og
den generelle lgsningen til a veere et produkt av 7j og formuleringen i ligning
(3.17). Det vil gi tilsvarende lgsning som fremgangsmaten her.

Matematiske detaljer:
En kan finne konstantene B; og By pa fglgende mate:

By = Ty, — Bj settes inn i ligning (3.19) og sammen med differansen
xr1 — T gir dette:
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Bl _ (]_ — Zg()) exXp (—’lqu)T() — ZIZ'QTQ _ TO[(]. — Zg()) exXp (—ZQbT) — [L’Q]

T — To 2iu exp (—i¢)

(1 — igo) exp (—igr) — exp (—ig)[(L — igo) cos Ag — iU]]

=Tl 2iu exp (—ig)

Ty [(1L— igo) exp(=idr) _ (1= ig)cos Adexp (~ig) _ iuexp (~ic)

2| iuexp(—ig) iuexp (—ig) iuwexp (—ig)
- % [ (L= igo){exp [=i(6r — ¢)] — cos Aqﬁ}}

_ D f, (A —igo)lexp (~iAg) — cos Aﬂ

2| "
Ty _1 (1 —igo)[cos Ap — isin Ag — cos A
2 * w }

Finner da B til a veere lik:

B — Ty _1 (1 —igo)sinA¢]
2 u

Setter dette inn i By = Ty — By og finner:

B, — Ty -l—l— (1 —1igg)sin Ag|
2 u

Na kombineres ligning (3.17) og (3.20). Det gir et generelt uttrykk for den
transmitterte belgen (Borie, 1967; Warren, 1990, s. 343):

7, - 1o { {1 _ (L= igo) sin Aﬂ v+ [1 i) SmAﬂ xQ} (3.21)

2 U U

Uttrykket for den reflekterte bglgen fra plan s — 1 kan utledes fra ligning
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(3.11). Ved a sette inn uttrykkene Ty og T4 fra ligning (3.21) far en (Borie,
1967; Warren, 1990, s. 343):

. -9 s s
exp (—id)Ss_y = gu O (2% — 23) (3.22)

Matematiske detaljer:

Fra ligning (3.11) finner en:

(—ig) exp (—i20)Ss—1 = Top1 — (1 — igo) exp (—igr)Ts

Uttrykkene for Ty og T,y finnes fra ligning (3.21), ligningene faktoriseres og
det settes inn for z; og xo. Minner om sammenhengen, ¢r = ¢ + Ag, i ligning
(3.14). Dette medforer at

exp (—ipr) = exp (—i¢) exp (—1A¢) = exp (—i¢)(cos Ap — isin Ag)

(—ig) exp (—i2¢)Ss 1

2

:E { ll B (1 —1igo) sinAgb} - ll N (1 —z'go)sinAqb} .CL’S+1}

2 U U
B %(1 _ige) exp (—idy) { ll (1 —igo) sinAqﬁ} . [1 N (1 —1igo) sinAqﬁ} x%}
u u
_ TOQxf { [1 (- ig(z sin Agb} v ll (1= ig(g sinAqﬁ} (1 — igo) exp (—i¢T)}
N T02x§ { [1 N (1-— lg(z sin Agb} vy ll N (1-— 292 sin Aqﬁ} (1 — igo) exp (—iQST)}
— Tgf [u— (1 —igo) sin Ag] [z1 — (1 —igo) exp (—igr)]
TQ Ty




70 KAPITTEL 3. SYMMETRISK LAUE GEOMETRI

= [u— (1 —igo) sin Ag]
X { exp (—i¢) [(1 — igo) cos Ag + iu — (1 — igy) cos A + (1 — igo)isin Ag] }

TO .CL’;
2u
X { exp (—i¢) [(1 — igo) cos Ag — i — (1 — igy) cos A¢ + (1 — igy )i sin A¢] }

) . Tox3
=

+

[+ (1 —igo) sin Ag]

[u— (1 —igo) sin Ag] [u+ (1 — igo) sin Ag]

s

_ Tgf [u+ (1 —igo) sin Ag] [u — (1 —igo) sin Aqs]}

=iexp (—i¢) <§—Z{ [u — (1 —igp) sin Agzﬂ [u + (1 —igp) sin Aﬁﬂ }(ﬁ - 953))

Ser pa det midterste leddet og setter inn for u, ligning (3.16).

[u — (1 —igo)sin Ag][u + (1 —igo) sin Ag] = u* — (1 —igy)? sin® (Ag)
= g% + (1 —igy)?*sin? Ag — (1 —igg)*sin® A¢
2
=g

Finner na uttykket for den reflekterte belgen som:

2

Ti
(~ig) exp (~i20)S,-1 = iexp (—id) 5 (a} — x5)

) —qT;
= exp (—i¢p)Ss_1 = 29u 0

(27 — 3)
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3.4 Intensitet

Warren (1990) og Borie (1966) betrakter videre spesialtilfeller der Braggs lov
er npyaktig tilfredsstilt. Det medferer at A¢ = 0 og 07 = 05 = 0. Ved a
bruke dette pa ligning (3.21) og (3.22) reduseres de til:

T, = %exp (—ips)[(1 —igo +ig)" + (1 —igo —ig)"]  (3.23)

exp (—i¢)Ss—1 = —% exp (—igs)[(1 —igo +1i9)° — (1 —igo —ig)°’] (3.24)

Siden g og go er sma storrelser, nyttes rekkeutvikling av eksponentialfunk-
sjonen til andre ordens ledd. Da kan ligning (3.23) og (3.24) uttrykkes:

T, ~ %exp (—ips){exp[—i(go — g)s| + exp [—i(go + g)s]} (3.25)

T
exp (—i¢)Ss_1 ~ —70 exp (—igps){exp [—i(go — g)s| — exp [—i(go + g)s]}
(3.26)
3.4.1 Uten absorpsjon

Ved & anta at refleksjonskoeffisienten er en reell storrelse, neglisjeres ab-
sorpsjonen. Da kan eksponentialfunksjonene uttrykkes ved hjelp av sinus og
cosinus. Sum -og differens sammenhengene mellom de trigonometriske funk-
sjonene gir:

Ty = Tyexp (—igs) exp (—igo s) cos (g s) (3.27)
exp (—ig)Ss_1 = —iTyexp (—ips) exp (—igy s) sin (g s) (3.28)

Ligningene over multipliseres med respektive komplekskonjugerte. Det gir
intensiteten til den innkommende og reflekterte stralen til a veere lik:
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Ir = Iycos® (g s) (3.29)
Is = Iysin® (g s) (3.30)

Ved a adderer disse uttrykkene finner en at % + ‘;—i hele tiden er lik 1.
Ingenting av energien gar tapt i krystallen. Dette viser at det ikke er regnet
med absorpsjon i dette tilfellet.

Matematiske detaljer:

Eksempel pa en overgang mellom ligning (3.25), (3.27) og (3.29):

exp [—i(go — g)s] + exp [=i(go + g)s]
= cos [(go — g)s] —isin[(go — g)s] + cos [(go + g)s] —isin[(go + g)s]
= [cos[(g0 — g)s] + cos [(go + g)s]] — i[sin [(g0 — g)s] + sin[(go + g)s]]
= 2cos (gos)cos(gs) — 2isin(gos)cos(gs)
= 2cos (g s)[cos (go s) —isin (go s)]
= 2cos (g s)exp (—igo s)

Ligning (3.27) kan skrives ut med en real og en imagineerdel:

Ts = Toexp (—igs) cos (gs) exp (—igos)
= Ty cos (gs) cos [(¢ + go)s] — 1Ty cos (gs) sin [(¢ + go)$]

Den komplekskonjugerte skrives:

Tr =Tycos(gs)cos[(¢+ go)s] +iTpcos (g s)sin [(¢ + go)s]

Intensiteten er gitt som Iy = Ty - T, Ser at tredje kvadratsetning gjgr
uttrykket enklere slik at:

It = {Tycos (gs)cos (¢ + go)s|}* — {iTycos (g s)sin [(¢ + go)s|}>
= T} cos® (g s){cos® [(¢ + go)s] + sin® [(¢ + go)s]}
= TZ cos® (g s)

T? tilsvarer intensiteten til den innkommende bglgen, Iy. Fremgangsma-
ten kan en ogsa bruke for a finne intensiteten til den reflekterte bglgen.
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Disse uttrykkene for intensiteten kan en plotte i Mathematica 8.0. Da er % =
cos® (g s) for den transmitterte bolgen og §—0 = sin? (g s) for den reflekterte.
I dette eksemplet er krystallen en silisiumkrystall. Bglgelengden er satt til a
vaere A = 1.0 A og refleksjonsplanskaren er (202) plan. Bragg vinkelen er i
dette tilfellet da lik g = 15.094°. Siden avstanden mellom de fiktive planene
ikke har betydning, settes denne til a vaere lik dpi (slik det er antatt pa s.
54). Notatboken fra Mathematica 8.0 er lagt ved i tillegg A. Forst studerer

en situasjoner der Bragg vinkelen er ngyaktig oppfylt og tykkelsen varierer.

1.0 ‘ 1.0
0.8 1 0.8
| 06f 1, o8
lo 1o
0.4 0.4
0.2 1 0.2
00;\ P e o B o S RS B 00;\ e R S B P R
0 20 40 60 80 10¢ 0 20 40 60 80 10¢
Tykkelse[um] Tykkelse[um]
(a) Polarisasjonsfaktor lik 1 (b) Polarisasjonsfaktor lik cos26p

Figur 3.7: Viser intensitetsforholdet, +, for den transmitterte (rod) og reflekterte (bla)

bglgen nar polarisasjonsfaktoren C = 1 og C' = cos26p. Her er Bragg vinkelen ngyaktig
opptylt.

En observerer at effekttapet til den innkommende bglgen tilsvarer gkningen
i intensitet til den reflekterte bolgen, slik at summen av intensitetsforholdet
hele tiden er lik 1. Dette er i samsvar med det en forventet ut i fra ligning
(3.29) og (3.30). Nar intensitetsforholdet til den transmitterte bglgen er lik 1,
svarer det til at bglgen gar rett gjennom krystallen og ingenting blir reflektert.
Nar polarisasjonsfaktoren er lik cos26p, vil en endring i tykkelsen medfgre
en mindre endring for intensiteten enn nar polarisasjonsfaktoren er lik 1.

Ved a bruke egnet programvare, som Mathematica 8.0, kan en studere tilfeller
der Bragg betingelsen ikke er ngyaktig oppfylt. Siden dette er en symmetrisk
situasjon, antar en fra ligning (3.3) at 6 og s har et like stort, motsatt
rettet, avvik fra Bragg vinkelen, Af. Det gir 07 = 0 + A og s = 0 — AO
(ligning (3.1a) og (3.1b)). Ved & bruke at Af er et svaert lite avvik, kan cosinus
og sinus rekkeutvikles til forste orden. Uttrykkene for A¢ og ¢ i ligning (3.14)
kan da skrives:
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¢ = mkd (cosbr + cosOs) = 2wk d' cos O cos Af

~ 2m kd cosfp (3.31a)
A¢p = mkd (cosbr — cosbs) = =271 k d' sin O sin A§
~ —2mkd sinfp Af (3.31Db)

Ved & multiplisere ligning (3.21) og (3.22) med respektiv komplekskonjugert,
finnes ett uttrykk for intensitetsforholdet til den transmitterte og reflekterte
bolgen.

0.06f ‘ ‘ g 1.0 : : g
0.05f ] ol
0.04
| 0.6
s |
1, 003 .
0.4
0.02
0.01F ] 0.2
0.00f: ‘ ‘ = 0.0 : : S ‘ ‘
-20 -10 0 10 20 —40 -20 0 20 40
20— 29[
000’ “ood!
(a) Intensitetsforhold til reflektert bolge (b) Intensitetsforhold til reflektert (bla) og

transmittert (rgd) bolge

Figur 3.8: Intensitetsforholdet plottet med hensyn pa avvik fra Bragg vinkelen. Avviket

males i Polarisasjonsfaktoren er lik 1 i begge grafene. Tykkelsen til krystallen er i

10
T000 "
dette tilfellet 2 ym. Dataene er de samme som for figur 3.7.

Nar belgene har et lite avvik fra Bragg vinkelen, Af < %, vil intensiteten
til den reflekterte bolgen gke, med en topp ved Bragg vinkelen. Tilsvarende
vil den transmitterte bglgen miste intensitet. For Af > % inntreffer sma
interferenseffekter, som vises i figur 3.8(a). Nar polarisasjonsfaktoren er lik

cos 20, ser grafene helt tilsvarende ut, men med andre akseverdier.

3.4.2 Med absorpsjon

Na antas det at krystallen er tykk og at absorpsjonsevnen er sa stor at den
ikke kan neglisjeres. I realiteten er refleksjonskoeffisienten satt sammen av
en realdel og en imagineerdel. Ved a bruke den sakalte Prins metoden, kan
refleksjons- og transmisjonskoeffisienten uttrykkes (James, 1962, s. 62):
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g=4g +ig" 9o = 9o + 190

Den imaginaere delen uttrykker absorpsjonen. Det er strukturfaktoren som
gir opphav til denne skrivematen. Nar en tar hensyn til anomal spredning vil
den vaere Fy, = Fy +iF (Authier, 2001, s.38). Borie (1966) og Warren (1990)
antar videre at den imagineere delen av F}, er uavhengig av 20 slik at F)' =
Fy'. Denne tilnsermingen brukes i den videre utledningen men implementeres
ikke i Mathematica 8.0. Selv om de to faktorene er tilnsermet like, gir ikke
programmet tilfredsstillende resultat nar krystallen er tykk.

Fra avsnitt 3.2 er refleksjonskoeffisienten uttrykt som

Ad'r,C Ad'r.C
_ A Cp AT C 3.32
g V., cosp ° Ve COSHB( b h) (3:32)
Her er altsa ¢’ = —‘}\c{i;:g’; hogg' = —Vﬁd;:;gi h-

Tilfelle 1

Nar polarisasjonsfaktoren er lik 1, uttrykkes refleksjons- og transmisjonskoef-
fisienten som:

Ad'r, o Ad 7. P

g:_VCCOSHB h_ZVC cosfp B
0g
Ad'r Ad'r
- _ (& F/ _ € F/l
J0 V. cosfg ° ZVC cosfg °

Av ligningene over observerer en at g” = gj. Dette medforer at eksponential-
funksjonene i ligning (3.25) og (3.26) kan uttrykkes (Warren, 1990, s. 345):

exp [—i(go — g)s] = exp [~i(gy + 195 — ¢’ —ig")s]
= exp [—i(gy — ¢')s] exp [~i(igy —ig")s]
exp [—i(gy + 9')s] exp [go (1 — 1)s]
= exp [—i(go + ¢')s] (3.33)
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exp [—i(go + g)s] = exp [—i(gy + igy + ¢’ +ig")s]
= exp [—i(go + ¢')s] exp [—i(igy + ig")s]
=exp [—i(gy + 9')s] exp (295 8) (3.34)

[ tilfeller der krystallen blir veldig tykk, kan en se fra uttrykk (3.34) at
absorpsjonen vil fa uttrykket til & ga mot null. Det vil likevel bli et bidrag
til intensiteten fra uttrykk (3.33), hvor en ser at absorpsjonen forsvinner.

I boken til Authier (2001) har han to plott som svarer til symmetrisk Laue
geometri, (s. 96-97). Han har satt bolgelengden lik A = 1.5418 A. Pende-
llgsningsavstanden, det vil si avstanden mellom to intensitetsmaksima, er
lik 15.26 pm. Forholdet mellom tykkelsen og pendellgsningsavstanden er lik
1;[551]“ For plottet i figur 3.9(b) er dette forholdet lik 1.5. Refleksjonen er
fra (220) planskaren og Bragg vinkelen er lik 05 = 23.671°. Med disse data-
ene kan grafene til Authier (2001) gjenskapes ved & bruke Darwin teorien i

transmisjonsgeometri.
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(a) Intensitetsforholdets avhengighet av krys-  (b) Intensitetsforholdets avhengighet av vinkelav-

talltykkelsen vik fra Bragg vinkelen, 6p

Figur 3.9: Den rg¢de bolgen viser intensiteten til den transmitterte bglgen, mens inten-
siteten til den reflekterte bglgen er merket med bla. a) Authier (2001) plotter tykkelsen
delt pa pendellgsningsavstanden, som i dette tilfellet er 15.26 pm. Det medfgrer at bolge-
toppene for transmittert intensitet og belgedalene for reflektert intensitet har heltallig
tykkelsesforhold. b) Her er vinkelavviket gitt med enhet arcsec.

I de resterende eksemplene brukes de samme verdiene for bglgelengde og plan
som i tilfellene der absorpsjon neglisjeres.
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(a) Intensitetsforhold til reflekterte bglger

Figur 3.10: Viser intensitetsforholdet, -

» T2

(b) Intensitetsforhold til reflekterte (bla
transmitterte (red) belger

avhengig av tykkelsen pa krystallen. For disse

plottene er det ikke avvik fra fra Bragg vinkelen, Afp = 0.

Fra figur 3.10 kan en na se at absorpsjon i krystallen er inkludert. Summen
av intensitetsforholdet til den transmitterte og reflekterte bglgen blir ikke
lenger lik 1, men noe av intensiteten forsvinner. Den blir absorbert i krys-
tallen. Dersom krystallen er veldig tykk, vil en forvente at all intensitet blir
absorbert. Da vil en hverken kunne observere transmittert eller reflektert in-
tensitet. Men av figur 3.10(a) ser en at dette ikke er tilfelle. Dette stemmer
med ligning (3.33), hvor den effektive absorpsjonen er lik null. Dette kalles i
litteraturen for Borrmann effekten (Borie, 1966; Warren, 1990, s. 340, 345).
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(a) Intensitetsforhold til transmittert bolge
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(b) Intensitetsforhold til reflekterte (bla) og
transmittert (rgd) belge med absorpsjon.

Figur 3.11: For disse plottene antar en at krystallen er 100 um tykk. a) Den rosa grafen

viser intensitetsforholdet for transmitterte bglger uten absorpsjon, mens den lilla bglgen

illustrerer transmitterte bglger med absorpsjon i krystallen.

) og



78 KAPITTEL 3. SYMMETRISK LAUE GEOMETRI

Ved a la 67 og dermed 6g ha et avvik fra Bragg vinkelen, kan en illustrere
hvordan intensitetsforholdet avhenger av dette avviket. To av disse plottene
er gjengitt i figur 3.11(a). Der ser en tydelig at intensiteten til transmitterte
bolger blir mindre med absorpsjon i krystallen enn uten. Av den rosa grafen
kan en ogsa se at formen pa kurven har endret seg nar krystallen er tykk
i forhold til nar den er tynn, figur 3.8(b). Fra figur 3.11(b) ser en at den
reflekterte bglgen har intensitet som er symmetrisk om Bragg vinkelen, hvor
den ogsa har et bunnpunkt (for dette eksemplet). Den transmitterte belgen
har et ekstremalpunkt ved et lite avvik fra Bragg vinkelen. De detaljerte
formene pa denne type grafer er svaert avhengige av tykkelsen pa krystallen.

Tilfelle 11

Nar polarisasjonsfaktoren, C er lik cos 205 uttrykkes refleksjons- og trans-
misjonskoeffisientene som:

Ad'recos20p ., Ad'r.cos20p _,
g=—— i I
Ve cosfp V. cosfOp

0g

Adre . Adre I

= —-— —_—
Jo V. cosfg ° V. cosfp °

Av uttrykkene over finnes sammenhengen g” = g cos 20p. Dette medforer at
eksponentialfunksjonene i ligning (3.25) og (3.26) kan skrives:

exp [—i(go — 9)s] = exp [—i(g, + igo — 9 — ig")s]
= exp [—i(gy — ¢')s] exp [~i(igy — ig")s]
=exp [—i(gy + ¢')s] exp [go (1 — cos 203)s] (3.35)

exp [—i(go + g)s] = exp [~i(gy + igy + 9" +ig")s]
=exp [—i(gy + ¢')s] exp [—i(igy +ig")s]
=exp [—i(gy + ¢')s]exp [go (1 + cos 20)s] (3.36)

I begge tilfellene vil absorpsjonen i en tykk krystall medfere at eksponen-
tialfunksjonene gar mot null. Ut i fra dette forventer en at for veldig tykke
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krystaller vil en ikke registrere hverken transmitterte eller reflekterte bglger
i en detektor. Dette kan illustreres ved a plotte ulike situasjoner.

1.0F"
0.8 ] i
0.8
0.6/ 1 0l
Is o} 1 Lo
| L ] b
0 045 1 Do
0.2} 0.2l
0 200¢ 4000 600C 800C 1000 0 20 40 60 80 10¢
Tykkelse[um] Tykkelse[um]
(a) Intensitetsforhold til reflekterte belge (b) Intensitetsforhold til reflektert (bla) og trans-

mittert (rod) belge

Figur 3.12: Viser intensitetsforholdet, %, avhengig av tykkelsen pa krystallen.

Som en forventet av uttrykkene over, kan en se av figur 3.12(a) at intensiteten
vil bli totalt absorbert av krystallen nar den er veldig tykk. Det gjelder bade
den transmitterte og reflekterte bglgen (se tillegg A). Ved & sammenligne
figur 3.12(b) med figur 3.10(b), kan en se at intensiteten varierer mindre
med tykkelsen for denne situasjonen. Det vil si at ekstingsjonslengden er
endret.
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Kapittel 4

Asymmetrisk Laue geometri

I 1967 publiserte Borie enda en artikkel med utgangspunkt i Darwins dyna-
miske rgntgendiffraksjonsteori. I denne artikkelen er rekursjonsligningene for
transmitterte og reflekterte bglger, analysert for asymmetrisk Laue geometri.
Fremgangsmaten for a sette opp rekursjonsligningene og lgse dem, tilsvarer
det som er gjort i avsnitt 3.2 og 3.3.

Kuznetsov og Fofanov (1970) hevder at Borie har gjort en feil i artikkelen
fra 1967. Borie har bare tatt hensyn til asymmetri i fasefaktoren, og ikke i
refleksjonskoeffisienten. Dette medfgrer at ligningene til Borie i praksis bare
gjelder i det symmetriske tilfellet som er beskrevet i kapittel 3. 1 artikke-
len til Kuznetsov og Fofanov (1970) vises det hvor Borie har tatt feil og
korrekte rekursjonsligninger settes opp. Disse blir gjort om til en differen-
sialligning, som lgses. I dette kapitlet blir feilen til Borie naermere diskutert.
Videre finnes intensiteten til transmittert og reflektert bglge ved ett sett nye
rekursjonsligninger, pa tilsvarende mate som i avsnitt 3.3.

Kuznetsov og Fofanov (1970) legger en annen mening i notasjonen for de
transmitterte bglgene. I artikkelen henviser bglgenes indeks til planet de er
transmittert gjennom. 7%, betegner da amplitude og fase like etter plan s+1.
Dette medfgrer at de far andre faseledd i sine rekursjonsligninger. Planene
som sprer omtales som Bragg plan og er asymmetriske i forhold til krystall-
overfalten. I Warren (1990) sin behandling av asymmetrisk Bragg refleksjon,
eksisterer sprederne langs loddlinjer normalt Bragg planene. For det videre
arbeidet i dette kapitlet, nyttes en geometri der sprederne eksisterer langs
loddlinjer normalt pa overflaten. Notasjon for de transmitterte bglgene er
som i kapittel 3.

81
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4.1 Refleksjonskoeffisienter

For a utlede et uttrykk for refleksjonskoeffisienten, beregnes spredningen fra
et fiktivt plan i krystallen. De fiktive planene er orientert parallelt med den
bestralte krystalloverflaten. Planene som er asymmetriske i forhold til over-
flaten omtales som Bragg plan, det er disse som sprer rgntgenbglgene. Fra
avsnitt 3.2 er det antatt at tilnsermingen 65 ~ 0p gjelder for refleksjonskoet-
fisienten. I Warren (1990) sin gjennomgang av asymmetrisk Bragg refleksjon,
tar han hensyn til at refleksjonskoeffisienten ikke er identisk for refleksjon og
transmisjon.

Figur 4.1: Den innkommende stralen “treffer” en krystalloverflate som er parallell med
zy-planet, mens den reflekterte bglgen treffer motsatt krystalloverflate. Planene parallelle
med zy-planet er fiktive plan og koordinatsystemet er lagt etter disse. De fiktive planene
danner vinkelen a med planene som sprer, Bragg planene. Sprederne eksisterer pa linjer der
de to planene skjaerer hverandre. Stralekilden er plassert i K og observasjonspunktet i P,
begge i zz-planet. En vilkarlig spreder, @, har koordinatene (£,7,0) i det tredimensjonale
koordinatsystemet.

Fra figur 4.1 ser en at:
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‘91 = — HT (41&)
‘92 = o+ HS (41b)

01 og Os er Bragg vinkelen, 5, med tilhgrende korreksjonsledd for geometrisk
avvik og refraksjon. Nar o = 180°, tilsvarer Bragg planene den symmetriske
Bragg geometrien i kapittel 2. Dersom o = 90°, oppstar den symmetriske
Laue geometrien representert i kapittel 3. Authier (2001) uttrykker skrastil-
lingen til planene ved en vinkel mellom Bragg planene og en vektor normalt
pa krystalloverflaten, 1, slik at a = § — ¢, (Authier, 2001, s. 84-85). For
at stralen skal komme inn og ut av krystallen og representere Laue geometri,
ma 6; > 0° og #y < 180°. Dersom en ser bort fra korreksjonsledd, finnes

grensebetingelsene for « til & veere lik:

93 < a < 180° — 93 (42)

Uttrykkene for Rg, og 7¢,, som brukes til & finne et uttrykk for refleksjons-
koeflisienten, utledes pa tilsvarende mate som i avsnitt 2.1:

2 12 0 2

|@‘ :Rgn:R—gcosﬁlegsmz—ij
25in? 6y + n?

|CQ¢‘ :7’577:7”4—5 COS‘92+§2—:U

Siden « kan vaere en stor vinkel ma 0; # 65, slik som i avsnitt 3.2. Med R > r

og R+ r = p kan summen av veilengdene skrives:

£2sin? 0, + n?

|@|+|Cﬁ>’| = Rep +rey = p— &(cos by — cosby) + 5

(4.3)

Ved & sette v = 180° fas samme uttrykk som for Bragg geometri i avsnitt
2.1. En ser ogsa at ved a sette o = 90° blir ligning (4.3) ngyaktig lik ligning
(3.2) i avsnitt 3.2.

Fra figur 4.2 ser en at ekstra veilengde kan uttrykkes ved lengdestykkene
AB — CD, denne veilengden ma veere et helt antall bglgelengder, n A. Det

gir:
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Plan for

Plan for | felles fase
felles fase

Figur 4.2: Tversnitt av en kystall. De bestralte krystalloverflatene er merket grgnn og er
parallell med de fiktive planene. De asymmetriske planene representerer Bragg plan som
sprer stralingen. Avstanden mellom Bragg planene kan uttrykkes d’ cosa = a’ sin . = djpg.
Figuren viser ogsa en sammenheng mellom 6; og 6. Geometrien er valgt slik at sprederne,

illustrert som svarte kuler, ligger langs en linje normalt pa overflaten.

a'(cos by — cosBy) =n A (4.4)

Dersom avviket, Af, neglisjeres, kan en se at ligningen over gir Braggs lov
(avsnitt 1.3 s. 23):

. . n A sina
cosf; —cosby ~2sinasinfg = ———
dpki

I det fiktive planet finnes bare sprederne i posisjoner der & = ma’, hvor m
er et vilkarlig heltall. Dette brukes til & vise at £(cosf#; — cosfy) = mn A
i ligning(4.3). N er antall atomer per volumenhet og d' avstanden mellom
de fiktive planene. Ved samme fremgangsmate som i avsnitt 3.2 finnes den
reflekterte bglgen fra et uendelig stort plan til & veere:

Nd T, ~ exp2mi(vt — k
Ar = f(¢92 — (91, k)m exp (—25)140 p[ (p p)] (45)

Fra figur 4.2 har en at avstanden d’ = i’%. Det gir refleksjonkoeffisienten for
spredning i retning av 6s.
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N d o N dpp
—— ) = — ]{;
]{7 sin 92 exp ( ? 2) f(92 917 )

LT
—’lg2 = f(Hg—Hl,k) exXp (_Z§)

k sin 0, cos «

Ved & nytte sammenhengen N f(260, k) — —% fra oversettelsesskjemaet i
avsnitt 2.1.2 (s. 41), kan refleksjonskoeffisienten uttrykkes:

A dhkl Te C

p— _— 4.6
V. sin 05 cos o (4.6)

—92

Fra betingelsen i ligning (4.4) ma en bglge som “treffer” planene med vinke-
len 0, medfore en transmitterte bglge i samme retning og en reflektert bolge
med retning 6. Har bglgen inngangsvinkel 65, vil det gi en reflektert bolge
med retning ¢,. Siden 6; # 6, kan en ikke bruke de samme refleksjonskoeffi-
sientene for disse ulike tilfellene. Det er dette Kuznetsov og Fofanov (1970)
mener Borie (1967) ikke har tatt hensyn til. Refleksjonskoeffisienten for den
sistnevnte situasjonen blir da:

. . Nd/ LT o Ndhkl N
o _f(92—91,k)mexp( 12)_f((92 91’k>l{: sin@lcosanp( Z2)
og

-0 Adnare € (4.7)

- V. sin 0y cos o
I kapittel 3 har en at 07 = 0 + Af og 05 = 05 — A (ligning (3.1a) og

(3.1b)). For asymmetrisk Laue geometri kan en ikke lenger bruke at avviket
fra Bragg vinkelen er like stort pa hver side av denne vinkelen.

Med utgangspunkt i ligning (4.4), med 6, og 60, gitt ved henholdsvis (4.1a)
og (4.1b), kan en definere funksjonen:

z = f(0r,0s) = cos (o — O7) — cos (a + O5) = konstant

Det folger at differensialet til z er lik (Kaplan, 1959):

dz = sin (o — O7)Afr + sin (o + 05)Abs = 0
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Afr og Afs betegner na avvikene fra Bragg vinkelen til henholdsvis trans-
mittert og reflektert bglge. Ved a nytte addisjonsteoremet for sinus og rekke-
utvikling til laveste orden, finnes et uttrykk for sammenhengen mellom 61
og fOs:

sin (Oé — QB)AQT
Abg = — 4.
s sin (a4 0p) (48)

Abl7 kalles na for Af. Det gir uttrykkene for 6, og 05 til a veere:

0 =a—0g—Af (4.9a)
sin (o — 0p) A0
sin (o + 6p)

92 =+ 93 — (49b)
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4.2 Nye rekursjonsligninger

Rekursjonsligningene fra avsnitt 3.3 ma na modifiseres. Det ma tas hensyn
til at bglgene blir transmittert og reflektert med retninger gitt av bade 6, og
f5. Det gir transmisjons- og refleksjonskoeffisienter lik henholdsvis g1, go2,

g1 08 g2.

Bragg planet defineres til & ha en “fremside” og en “bakside”. “Fremsiden”
angis som flaten de transmitterte bglgene “treffer”, se figur 4.1. Strukturfak-
toren har generelt ulik verdi for hvilken side av Bragg planet rgntgenbglgene
blir reflektert fra. [}, angir verdien for “fremsiden” av planet og Fj; verdien for
“baksiden”. For en bglge som blir reflektert fra baksiden av et plan, merkes
derfor refleksjonskoeffisienten gy eller g3, etter hvilken retning den reflekter-
te bglgen far. I hgysymmetriske krystaller har strukturfaktoren lik verdi for
“fremsiden” og “baksiden” av planene. Dette gjelder eksempelvis for silisium,
som ble nyttet i avsnitt 3.4.

Bakside av

Fremside av

Plan for
felles f‘ase

o s+1

Figur 4.3: Tversnitt av en krystall. De skrastilte planene nummereres ...,s — 1, s, s +

1, s + 2, .... Figuren viser ekstra veilengde for en transmittert og en reflektert strale

(stiplet linje) mellom to fiktive plan. Avstanden d” = COS"Z‘gna. Det er ikke tegnet inn at

de reflekterte bglgene vekselvirker flere ganger med planene.
Fra figur 4.3 kan argumentene som angir faseforskyvningen uttrykkes:

o7 =21k d" cos (o — 6y), ¢s =2 kd" cos (6 — ) (4.10)

Med faseledd lik exp (—i¢r) og exp (—igs).



88 KAPITTEL 4. ASYMMETRISK LAUE GEOMETRI

Rekursjonsligningen for den reflekterte bglgen finnes pa tilsvarende mate som
pa side 62:

Ss = (—ZQQ)TS —+ (1 — igog) exp (—i¢S)Ss_1 (41].)

Rekursjonsligningen for den transmitterte bglgen blir:

exp (1¢7)Tsr1 = (1 —ign )Ts + (—igr) exp (—ids)Ss—1

= Tsr1 = (1 —igor) exp (—ipr)Ts + (—igr) exp [—i(pr + ¢s5)]Ss-1
(4.12)

Dette samsvarer med det Borie (1967) har gjort, med unntak av at det er
tatt hensyn til ulike refleksjonskoeffisienter og at det skilles mellom “for”
og “bak” side av Bragg planene. For a lgse rekursjonsligningene benyttes
tilsvarende fremgangsmate som den Borie (1967) anvendte i artikkelen sin.
Den samsvarer med fremgangsmaten i avsnitt 3.3.

Ved & omforme ligning (4.12) og skifte indeksene slik at s — s+ 1 fas:

Tor1 — (1 —igor) exp (—igpr)Ts Toyo — (1 —igor) exp (—idpr)Tssa

Ss—l = ’ SS =

(—ign) exp[—i(or + os)] (—ig1) exp[=i(¢or + ¢s)]

Uttrykkene for S;_; og S, settes inn i ligning (4.11). Da fremkommer en
ligning som bare involverer transmitterte bolger:

Toro+ [g1 92 + (1 — igo1)(1 — igoz)] exp [—i(¢dr + ¢s)]Ts
= [(1 — z'g01) exp (_Z¢T) + (1 — igog) exXp (—i¢3)]T5+1 (413)

For a lgse rekursjonsligningen brukes samme generelle lgsning som i ligning
(3.13):
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Som en fglge av avviket fra Bragg vinkelen i asymmetrisk geometri, blir sam-
menhengen mellom ¢7 og ¢g modifisert fra ligning (3.14) (s. 64). En kan ikke
lenger bruke at A¢ er lik, med motsatt fortegn, for ¢r og ¢5. Sammenhengen
settes na til:

¢r = ¢+ Aor, ¢s = ¢+ Adg, (4.14)
¢r + ¢s =20 + Adr + Ags,  ¢r — o5 = Apr — Adg (4.15)

Matematiske detaljer:

Ved & bruke rekkeutvikling av sinus og cosinus til fgrste ordens ledd, kan
faseleddene i ligning (4.10), ¢r og ¢g, uttykkes:

¢r =2mkd" cos(a—60;) =2nkd" cos (g + Abr)
~ 21k d"[cos O — sin 05 Ab7]

s =2mkd" cos (0 —a) =21k d" cos (0 + Aby)
~ 21k d"[cos O — sin 05 Abs]

Av dette kan en se at uttrykkene har en fellesfaktor, ¢, lik

¢ = 2nkd" cos Op (4.16)
og avviket fra ¢r og ¢g kan uttrykkes:

A¢T = —27T]€d// sin ‘93 AGT (417&)
Apg = —2mkd” sinOp Abg (4.17b)

Med tilsvarende sammenheng mellom A¢r og Aps som mellom Afr og
Afg i ligning (4.8):

_sin(a—0p)A¢r

Ade —
¢s sin (o + 0p)
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Den generelle Igsningen gir annengradsligningen

2? = [(1 —igo) exp (—idr) + (1 — iges) exp (—ighs)]z
+[1 92 + (1 —igo1) (1 — igoz)] exp [~i(dr + ¢5)] = 0

med rottene z; og xs. Disse lgsningene tilsvarer ligningene (3.15a) og (3.15b)
i symmetrisk Laue geometri (s. 65):

x1 = exp (—i¢)[G + iu] (4.18a)
xg = exp (—i¢)[G — iu] (4.18Db)

For a forenkle skrivematen i uttrykkene settes

u=/gigaexp [~i(A¢r + Ads)] — (AG)? (4.19)
G = %[(1 — igo1) exp (—iA¢r) + (1 — igoz) exp (—iAps)] (4.20)
AG = %[(1 — igor) exp (—iAdr) — (1 — igos) exp (—iAgs)] (4.21)

Matematiske detaljer:

Annengradsligningen lgses ved abc-formelen:

b Vb? — 4dac
T19=——=F ——
’ 2a 2a
I dette tilfellet er
a=1

b= —exp (—ig) [(1 — igor) exp (—iAr) + (1 — igoa) exp (—iAgs)]
c= [Egz + (1 —ign)(1 — igog)] exp (—i2¢) exp [—i(Aor + Adg)]
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T12 = %exp (—io) ( [(1 - Z'901) eXp ( - ZAﬁbT) + (1 - Z'902) eXp ( - Z'Aﬁbs)}

+ \/[(1 _ igol) exp ( — iA¢T) + (1 — z'gog) exp ( — Z'A¢S)]2

—4{ (9192 + (1 —igo1) (1 — igo2) ] exp [ — i(A¢r + Ads)] })

= % exp (—i¢){ [(1 —igo1) exp (—iA¢r) + (1 — igoz) exp (_ZA%)]

+ \/(1 — i901)26Xp ( — 2iA<bT) + (1 — igog)QeXp ( — 2iA<bs)

—2(1 —igo1) (1 — igoz) exp [ — i(Agr + Ags)| — 4g1g2exp | — i(Adr + Adg)] }

= %exp (—z'cb){ [(1 —igo1) exp (—iAg¢r) + (1 —igoz) exp (_iAQSS)]

+ \/[(1 —igor) exp (—iA¢r) — (1 —igoz) exp (- ZAQSS)]z

—4gigoexp [ — i(A¢r + Ags)] }

— exp (~ig) (G + %\/—{4@2 exp [~ i(Adr + Ads)] — (2A6)°})
= exp (—i¢) [G + iu]

Testlgsningen kan na skrives som en lineserkombinasjon av de to rgttene,
tilsvarende ligning (3.17) (s. 66):

Randbetingelsene for s = 0 gir

Bl -+ Bg - T(] (423)

og for s =1 far en:

Blllj'l + BQ{L’Q = Tl (424)
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I ligning (4.12) gir randbetingelsen s = 0 at:

Ty = (1 —igo1) exp (—iopr)To = (1 —igo1) exp (—ip) exp (—iAp) Ty

Dette fgrer til to ligninger med to ukjente:

Bixy 4+ Byzy = (1 — ige1) exp (—i¢) exp (—iA@) Ty (4.25)
Bg == T(] - B1 (426)

Konstantene B; og B, blir da lik:

U
2B, = Ty [1 _ ﬁ] (4.27h)
U

Matematiske detaljer:
En kan finne konstantene By og B, pa tilsvarende mate som pa side 67.

By = Ty — By settes inn i ligning (4.25) og sammen med differansen
1 — To = 2iuexp (—i¢p) gir dette:

(1 — igm) exp ( — i¢) exp ( — iA¢T) — g

By =T,
! 0 2iu exp ( — z'gb)

_7 [(1 — z'gm) exp ( — z'gb) exp ( — z'AngT)
=1y , ,
2iu exp ( — ng)

—exp (—i9) [%(1 — igm) exp ( — iA¢T) + %(1 — z'gog) exp ( — Z'AQSS) — zu]

2iu exp ( — igb)

|
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— % {1 + % [%(1 —igo1) exp (—iA¢r) — %(1 — igo2) exp (— Z‘Agbs)}}
L[, AG] T [, AG
= ] =

Setter dette inn i By = Ty — By og finner:

1 AG Ty AG

Konstantene settes inn i ligning (4.22), som gir et generelt uttrykk for den
transmitterte bglgen:

T AG\ . AG\ .

Ved & sette dette inn i ligning (4.12) finnes uttrykket for den reflekterte
bglgen til & veere lik:

. —g2 1 s s
exp (—id)Ss_y = g; O (2% — 23) (4.29)

Ved a uttrykke ligning (4.18a) og (4.18b) med hensyn pa u og summere disse,
finnes sammenhengen:

2u = —iexp (i¢)(z1 — z2)

Dette medforer at ligning (4.29) kan skrives:
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Matematiske detaljer:

For & utlede uttrykket for den reflekterte bglgen, nyttes samme fremgangsmate
som for symmetrisk Laue geometri (s. 69). Fra ligning (4.12) har en:

—igrexp ( —i2¢) exp [ — i(A¢r + Adg) | Ssm1 = Tor1—(1—igor) exp ( — i¢r) T,

Uttrykkene for Ty og Ts41 finnes fra ligning (4.28) og det settes inn for z; og
xo (ligning (4.18a) og (4.18b)).

— g7 exp ( — i2¢) exp [ — i(AqﬁT + Aés)] Se_1

— T2 (1 — z%) o5t 4 (1 + Z%) 25" — (1 = igor) exp (—igr) (1 - Z%) 1
— (1 —igo1) exp (—i¢r) (1 + Z%) :c%]
= %{ (1 — zﬁ) { (1 - Z901) €xp (_WT)} ]

<1+z—)[ (1 —igo1) exp (— iqﬁT)}xg
:2{(1—1—)[—6)@ AG—w)]x;
<1 +z—) l— exp ( AG—i—iu)}x;

- De=pid) {(w L AG)(AG — i) + (iu— AG)(AG + iu)a}
—
— W{ [(AG)2 + u2] (27 — xi)}
— Toe#i_wﬁ)m‘% exp (—iA¢T) exp (—iAQSS) (Zlfi - $§)
= exp (—i¢)Ss_1 = ok (z7 — x3)

2u
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4.3 Intensitet

I asymmetriske tilfeller ma et geometrisk ledd multipliseres med intensiteten
til den reflekterte stralingen. Da far en overfgrt uttrykkene til effektniva, med
korrekt handtering av straletverrsnittet (Authier, 2001, s. 84, 96, 211). Dette
leddet kalles i litteraturen for det asymmetriske forholdet. Intensiteten til
den transmitterte og reflekterte belgen kan na finnes ved uttrykkene:

IT = Ts X T:
Thlg xS~

o

Th

o

]5: SSXS:

T* er den komplekskonjugerte av T, ligning (4.28), og S¥ den komplek-
sjonjugerte av Sy, ligning (4.29). Det asymmetriske forholdet er gitt som
cosinus til vinklene som innkommende og reflektert strale danner med over-
flatenormalen n. Authier (2001) definerer disse vinklene som henholdsvis
Y, og Py, se figur 4.4. Slik at 7, = cos[§ — (o —0p)] = sin(a —0p) og
Y = cos [ — (a+ 0p)] = sin (a + 0p). I Laue geometri er det asymmetriske
forholdet en positiv sterrelse (Authier, 2001, s. 84). En observerer at i et sym-
metrisk tilfelle blir forholdet lik 1, derfor tas ikke leddet med i behandlingen
i kapittel 3.

Figur 4.4: Av figuren kan en se at ¢, = 5 — (o — 0p) og ¢» = 5 — (a4 0p). Normalen

til krystalloverflaten er merket n.

I kapittel 3 ble det antatt at avstanden mellom de fiktive planene var irre-
levant. For asymmetrisk geometri er det ogsa mulig & gjennomfere en mate-
matisk analyse av slutt uttrykkene, som viser at avstanden mellom de fiktive
planene, f(fs’“él , ikke har innvirkning pa intensiteten. Tykkelsen av krystallen

star da igjen som avgjorende storrelse. Det hadde veert en spennende videre-
foring av denne oppgaven a vist dette. Matematisk kan en da si at avstanden
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mellom de fiktive planene kan velges fritt, men det gjenstar a finne en fysisk
tolkning av dette argumentet.

Fra uttrykkene for refleksjonskoeffisientene og fasefaktorene kan en se at de er
proporsjonale med Coia. Det medfgrer at i symmetriske tilfeller, der a = 90°,
kan ikke ligningene i avsnitt 4.2 brukes til ogsa a gjelde for symmetrisk Laue
geometri. Dette kan lgses ved a velge en annen avstand mellom de fiktive

planene. En kan da eksempelvis sette Cdohﬁ — 1. Det er da avgjorende a merke
dhii

seg at for avstanden mellom to naboatom i et Bragg plan, d’ = _—"k—,
star det igjen sirlla' Dersom dette programmeres i Mathematica 8.0, viser
det seg at programmet kan brukes bade for symmetrisk- og asymmetrisk
Laue geometri. Det samsvarer med at ligning (4.28) og (4.29), med a sette
avstanden mellom de fiktive planene lik dpy 0g o = 7, gir tilsvarende resultat

som for symmetrisk Laue geometri.

Siden avviket fra Bragg vinkelen ikke er like stort pa begge sider, slik det
var for symmetrisk Laue geometri, kan en finne midtpunktet i refleksomradet
ved a sette A8 = 0. Ved a nytte rekkeutvikling til laveste orden, finnes da
et uttrykk for avviket fra Bragg vinkelen. Uttrykket svarer til ligning (4.26)
i Authier (2001):

Nr Fy Vh
AN = —————M (1 - — 4.30
27V, sin 205 ( %) ( )

Matematiske detaljer:
Fra ligning (4.21) er AG uttrykt som:

AG = %[(1 — igo1) exp (—iA¢r) — (1 — igoz) exp (—il¢s)]

Ved a rekkeutvikle eksponentialfunksjonen til forste orden og anta at produktet
av to sma storrelser kan neglisjeres, kan AG uttykkes:
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AG % S [(1— ign)(1 ~ iAr) — (1 — ige)(1 — iAGs)
~ 5[0~ igor — i8br) — (1~ igos — iG]
_ _% (901 — g02) + (Adr — Ags)]
= o — g+ B0 1+ S0

Transmisjonskoeffisientene, go; og go2, er sma storrelser. Derfor kan A6 i sin 6,
og sin 6y neglisjeres. Det gir:

Adpgre Fo Adpi e Fo
V.sinf, cosa  V,sin (v — 0p) cos

—go1 =

Adprire Fo Adppire Fo
V.sinfycosa  V,sin (o +0p) cosa

—gdo2 =

Et uttrykk for AG = 0 kan na finnes ved a sette inn for go1, go2 0g Aor:

_ )\dhkl Te F(] 1 _ 1 . 2 dhkl sin GBAH 2 sin « cos HB
V.cosa \sin(a—0p) sin(a+60z))  Acosasina | sin(a+0p)
:>A9:_)\2r6F0'sin(oz+«93) | 1 L 1
A7V sinfp cosfp |sin(a—0pg) sin(a+ 0p)

N R _ sin (a +0p)
~ 27V.sin 20p sin (a + 6p)
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4.4 Detalj resultater

Ved & implementere ligningene fra avsnitt 4.2 i Mathematica 8.0, beregnes
intensiteten for gitte bglgelengder og planskarer. I litteraturen er plott og
tabellverdier for tilfeller i asymmetrisk Laue geometri mangelfulle. Derfor er
resultater fra denne programvaren vist i dette avsnittet, slik at det er mulig
for andre a gjenskape tilsvarende verdier og grafer. Bglgelengden er satt til
A = 1.0 A og det er refleksjon fra (220) planskaren. Krystallen er 10 um tykk,
polarisasjonsfaktoren er lik 1 og det regnes med absorpsjon i krystallen.

I tabell 4.1 vises intensitetsforholdet for transmitterte og reflekterte bolger
for ulike orienteringer av Bragg planene med hensyn til overflaten. Avviket
fra Bragg vinkelen, A#, er lik uttykket gitt i ligning (4.30). Det vil si at
verdiene er hentet fra midtpunktet i refleksomradet.

Oversikt over intensitetsforhold med krystaller av ulike grunnstoff

Transmittert/ Silisium

« Germanium Karbon  Galliumarsenid

Spredt
60° @/@ 0.010970 0.45810 0.10397  0.45991
Io /' Io 0.942332 0.093437 0.89166  0.088896
30° @/@ 0.082846 0.47534 0.23710  0.46214
Io /' Io 0.877148 0.10958 0.75899  0.11987
100° @/@ 0.083610 0.47117 0.23781  0.45762
Io 7 To 0.87599  0.11014 0.75765  0.12037
120° @/@ 0.01203  0.46414 0.10444  0.46449
Io 7' Io 0.94174  0.09365 0.89081  0.08912
140° @/@ 0.19952  0.12845 0.096301 0.13443
Io 7' Io 0.72891  0.35908 0.89397  0.35035

Tabell 4.1: Tabellen gir en oversikt over intensitetsforholdets numeriske verdi for Silisium
(Si), Germanium (Ge), Karbon (C, diamant struktur) og Galliumarsenid (GaAs).

Intensitetsforholdet til rgntgenbglger som vekselvirker med ulike krystallsys-
temer, er vist i figur 4.5. Da har planene en helling pa o = 140° i forhold til
krystalloverflaten. De aktuelle krystallene er Silisium, Germanium, Karbon
med diamant struktur og Galliumarsenid. De tre forstnevnet er enatomige
og alle er de hgysymmetriske. Av grafene kan en se at det ikke lenger er
topp- og bunnpunkter nar Bragg betingelsen er ngyaktig tilfredsstilt. Disse
ekstremalpunktene er forskjovet til hgyre, men det er forskjellig fra krystall
til krystall hvor stort vinkelavvik forskyvningen representerer. Nar a < 90°
blir grafene forskjovet mot venstre.
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Figur 4.5: Grafene viser hvordan intensitetsforholdet varierer for ulike krystallsystem.
Den rgde grafen illustrerer intensitetsforholdet til transmittert bglge og den bla grafen

viser tilsvarende forhold for reflektert bglge.

Grafene og de numeriske verdiene i dette programmet, samsvarer med to si-
muleringer basert pa fundamentalteorien og Takagi-teorien (upublisert). No-
tatboken basert pa Darwins teori i asymmetrisk Laue geometri er lagt ved i
tillegg B.
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Figur 4.6: Grafene viser hvordan intensitetsforholdet varierer for ulike tykkelser pa krys-

tallsystemet. Den rgde grafen illustrerer intensitetsforholdet til transmittert bglge og den

bla grafen viser tilsvarende forhold for reflektert bglge.

Fra verdiene i tabellen og av plottene, kan en se at Germanium og Galliu-
marsenid har nesten tilsvarende intensitetsforhold for den transmitterte og
reflekterte stralingen. Fra det periodiske system finner en at Germanium har
atomnummer Z = 32, Gallium Z = 31 og Arsen har atomnummer Z = 33.
Med bakgrunn i dette virker det som om Galliumarsenid, med nabogrunn-
stoff pa begge sider av Germanium i det periodiske system, har tilsvarende

spredningsegenskaper som denne krystallen.



Oppsummering

Det er utfordrende, laererikt og spennende a sette seg inn i et nytt fagfelt. Til
tider har det vaert vanskelig a ikke ha arbeidet mer med rgntgendiffraksjon
i forkant. Da hadde de grunnleggende kunnskapene og spraket veert kjent.
Men denne svakheten har ogsa gitt mulighet til a “se” fagfeltet og problem-
stillingene med “nye og friske gyne”. Det har ogsa veert utfordrende med tanke
pa at artikkelen til Darwin (1914a) er gammel og ma forstas i lys av tiden
den er skrevet i. Hvilke eksperimentelle erfaringer la han til grunn og hvilken
kunnskap innenfor matematikk hadde de pa den tiden? Hvordan de ekspe-
rimentelle observasjonene foregar i dag, er heller ikke sa lett a forestille seg
uten selv & ha sett det. Dette medforer en ekstra utfordring: A forsta hvor
liten krystallen er og hvordan geometrien er i praksis.

Det er ogsa sveert laererikt og spennende a fordype seg i ett fagfelt. Da har en
tid og mulighet til & leere “spraket” og a sette seg inn i emnet pa egenhand. En
kan stoppe opp ved det som er uklart og bruke tid pa a finne en forklaring pa
utfordringen. Nar en skal formidle noe til andre, ma en forst forsta innholdet
selv. Dette har medfert at stoffet er grundig gjennomarbeidet og forstatt.
Formidlende figurer er tegnet der det er ngdvendig, for a fremheve innholdet
i teksten.

Den forste artikkelen til Darwin (1914a) utleder sentrale uttrykk som reflek-
sjonskoeffisient og brytningsindeks. Oversettelsesskjemaet pa side 41 define-
rer hvordan refleksjonskoeffisienten, slik den ble uttrykt av Darwin i 1914,
kan skrives ved dagens krystallografiske notasjon. Dette gjor det enklere a
plotte uttrykkene for transmittert og reflektert belge i Mathematica 8.0. I
avsnitt 2.2 ble ett uttrykk for intensiteten til den reflekterte bglgen fra flere
plan utledet. Det har ogsa kommet frem at artikkelen ikke kan sies a vaere
basert pa en rent geometrisk teori. Det tas med i betraktningen at den trans-
mitterte bglgen fra plan nummer s ogsa blir transmittert videre gjennom
planene i krystallen. Mens bidragene den reflekterte belgen gir nar den spres
videre av planene i krystallen neglisjeres. Den andre artikkelen til Darwin

101
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(1914b) tar fullt ut hensyn til at rgntgenbglgene vekselvirker flere ganger
med planene, og blir dermed omtalt som dynamisk teori.

Lenge var det uklart hvilke plan som spredde rgntgenbglgene i transmisjons-
geometri, del II. Det tok tid & forsta at litteraturen skiller mellom fiktive
atomplan og reelle refleksjonsplan. Det var ogsa vanskelig & forsta forskjellen
pa Bragg geometrien i kapittel 2 og Laue geometrien i del II. Na er det klart
at planene som sprer i de to tilfellene kan ha like verdier for (hkl), men da
har krystallene ulik overflatedefinisjon, som gir Bragg geometri eller Laue
geometri. Det er ogsa klart at planene litteraturen omtaler som “Bragg plan”
er planene som sprer bolgene i henhold til Braggs lov. Hvordan figurene skal
tegnes for a gi en helhetlig fremstilling er prgvd ut. Skal krystalloverflaten
vare tegnet parallelt med yz- planet eller parallelt med xy-planet? Valget
ble krystalloverflater parallelle med xy-planet. En vesentlig forskjell pa de to
geometriene, er at i Laue geometri har krystallens tykkelse eksplisitt innfly-
telse.

Kapittel 3 er basert pa arbeidene til Borie (1966, 1967) og Warren (1990),
men gar lenger med a lage plott basert pa resultatene avhengig av tykkel-
se og av vinkelavvik fra Bragg vinkelen. Uttrykkene for den transmitterte
og reflekterte bolgen i dette kapitlet gjelder for symmetrisk Laue geometri.
Litteraturen bruker ulik notasjon pa vinklene i tilknytning til de reflekterte
bglgene. Dette gir apning for a lage plott av situasjoner der Bragg vinkelen
ikke er ngyaktig tilfredsstilt. Plottene av tilfellene hvor intensiteten avhen-
ger av tykkelsen til krystallen og avviket fra Bragg vinkelen, samsvarer med
andre publiserte arbeider.

Kapittel 4 videreutvikler prosedyren fra kapittel 3 til ogsa a gjelde i asym-
metriske situasjoner. Det kan virke som om Borie (1967) trodde resultatene i
artikkelen hans kunne brukes ogsa i asymmetri. Kuznetsov og Fofanov (1970)
papeker at Borie (1967) har gjort en feil, slik at resultatene bare gjelder for
symmetrisk Laue geometri. Kuznetsov og Fofanov retter opp feilen og finner
uttrykket for intensiteten ved a bruke differensialligninger. I denne oppgaven
er det vist at Darwins rekursjonsligninger da ogsa fgrer frem til riktige plott
av asymmetriske tilfeller. Det er ogsa tatt hensyn til at strukturfaktoren har
ulik verdi om rgntgenbglgene treffer “fremsiden” eller “baksiden” av planene.
Det er ikke funnet publiserte plott for asymmetrisk Laue geometri, men to
andre upubliserte programmer basert pa Takagi teorien og fundamentalte-
orien gir tilsvarende plott som programmet basert pa Darwins teori.

Det er ulike mater a tegne figurene pa i asymmetrisk geometri. Spreder-
ne postuleres a eksistere i skjeringspunktene mellom Bragg plan og fiktive
plan. En kan da tenke seg at sprederne ligger pa linjer normalt pa overflaten



4.4. DETALJ RESULTATER 103

eller normalt pa Bragg planet. I denne oppgaven er det fgrste alternativet
valgt (figur 4.2 og figur 4.3). En aktuell videreforing kan veere & finne en
fysisk tolkning pa valg av geometri og sett hvordan ulike geometrier pavirker
matematikken.

Fasefaktorene i avsnitt 4.2 er funnet ved a se pa veiforskjellen til transmittert
og reflektert bglge langs et Bragg plan. Et annet alternativ er a finne fasefak-
torene langs en normal til overflaten. En videre fordypning i dette fagfeltet
kan gi en begrunnelse, bade fysisk og matematisk, pa at dette valget vil veere
det samme.

Det har veert en utfordring a fa en grundig forstaelse av hvilken betydning
avstanden mellom Bragg planene har. Ved a bruke programmene i Mathema-
tica 8.0 for ulike planavstander mellom fiktive plan, finner en at avstanden er
irrelevant for bade symmetrisk- og asymmetrisk Laue geometri. Det er tyk-
kelsen av krystallen som er den avgjgrende parameteren. En videreforing av
denne oppgaven kan vaere a vise matematisk at avstanden mellom de fiktive
planene er ubetydelig og fa en god fysisk tolkning pa denne problemstillingen.
Ved a bruke rekkeutvikling til laveste orden, bor det vaere mulig & uttrykke
ligning (4.28) og (4.29) tilsvarende resultatene til Authier (2001) pa side 167.
Dette hadde veert spennende og arbeidet mer med.

Kuznetsov og Fofanov (1970) lgser rekursjonsligningene som differensiallig-
ninger. Dette kan ogsa vaere en interessant viderefgring, der en prgver a finne
en mate a transformere rekursjonsligningene til Takagi-teoriens differensial-
ligninger. Det kan ogsa veere spennende a utforske hvordan programmene
i Mathematica 8.0 takler at krystallene ikke er hgysmmetriske og utvikle
programvaren ytterligere.
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Tillegg A

Detaljer | Mathematica 8.0
for symmetrisk Laue geometri

SetDirectory[
"C:\\Users\\Jofrid & G sl e\\ Docunent s\\ Jof ri d\\ Mast er oppgave\\ Skri vearbei d | atex"]

C.\Users\Jofrid & G sl e\ Docunent s\ Jof ri d\ Mast er oppgave\ Skri vearbei d | at ex
AppendTo[$Pat h, "C:\\ MBpO\\ X-ray-di ffracti on\\ Packages" ];

Get ["sfcalc.ni];

conpound

silicon

| ambda = 1. 0; (* Bgl gel engde =)

Transmittert baglge

Lager en modul som regner ut den transmitterte balgen. deltad setter avviket fra Bragg vinkelen med enhet
10

1000°

[um] og de to siste parameterene er valgvariabler. Dersom pflag gis verdien 1 settes polarisasjonsfaktoren til &

vage lik cos(26), dersom pflag settes lik 2 blir polarisasjonsfaktoren lik 1. En kan velge at det ikke er absorp-

sjon i krystallen ved a sette absorpt lik 1, settes den lik 2 vil det bli regnet med absorpsjon.

hl er en liste som sette (hkl) verdiene til planene som sprer, thick gir tykkelsen til krystallen med enhet
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Ts[deltae_, hl_List, thick_, wave_, pflag_, absorpt_]:=

I\/bdule[{A, t, a6, 6B, O, re, d, s, Fh, FhO, Frh, Frho, Fi h, Fiho, v,

g, 90, x1, x2, u, A¢, ¢, transnmitted, transconjugate, intensity},
| anbda = wave;

A = | anbda;
t = thick;
1
A6 = deltag*x2 x ——;
1000 = 360

eB =t hetalhl, | anbdaj;

Cf =1f[pflag ==1, Cos[2=x6B], 1];
re=2.8179 » 10°5;
d = dhkl [h1];

s = (t *10000) /d;

Fh = sf [h1][[11];
Fho = sf [{0, O, 0}1[[11];
Frh = Re[sf [h1][[3]1];
Frho = Re[sf [{0, O, 0}1[[3111;
Fih = Imsf[h1][[3]1]];

Fi hO = I m[sf [{O, O, O}I[[31]1;

v=w/Det [gmatri x] ;

adreCf AdreCf
g=1If [absorpt =1, -—— Fh, -[

] (Frh+iFih)];

v Cos [6B] v Cos [6B]
(» Ligning (3.7) og (3.32) x)
adre
g0 = If [absorpt =1, -—  FhO, —[— (FrhO + 4 Fi hO)] ;
v Cos [6B] v Cos [6B]
x1[a6 ] := e %2 ((1_-1g0) Cos[Aap[A6]] + L U[AB]); (* Ligning (3.15a) =)
X2[A6_] : = e %02 ((1 -1 g0) Cos[ap[a6]] - L U[AB]); (* Ligning (3.15b) =*)
ulae_ ] : = \/g2 + ((1-19g0) Sin[ag[ae]])? ; (* Ligning (3.16) =)

d
¢[a6_]1:= 27— (Cos[eB] Cos[ae]);
A
(» Ligning (3.31a) =)
d
Ap[A6_ ] :=-27x— (Sin[eB] Sin[ae]);
A

(» Ligning (3.31b) x)
transnmittedt_, ae_]:=

1 1 (1-14i90) Sin[ag[ae]] (1-14i9g0) Sin[ag[ae]]
Al
(» Ligning (3.21) =x)
transconjugate[t_, ae_]:=Conjugate[transmtted[t, A6]];
intensity[t_, Ae_]:=transnmitted[t, A8] xtransconjugate[t, Ae];

intensity[t, Ae]]

] (x1[2a6])°% + [1+

] (X2[A9])S];
urae]

urae]

Reflektert bglge

Lager en modul som regner ut den reflekterte bgigen. De innkommende parameterne er like som for den
transmitterte balgen.
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Ss[deltae_, hl_List, thick_, wave_, pflag_, absorpt_]:=
I\/bdule[{A, t, a6, B, O, re, d, s, Fh, FhO, Frh, Frho, Fih, Fiho,

v, g, g0, x1, x2, u, A¢, ¢, scattered, scattconjugate, intensity},
| anbda = wave;

A = | anbda;
t =thick;
1
A6 = deltae 2 7 —;
1000 % 360

eB =t hetalhl, | anbdaj;

Cf =I1f[pflag ==1, Cos[2=*e6B], 1];
re=2.8179 « 10°5;

d = dhkl [h17;

s = (t »10000) / d;

Fh = sf [h1][[1]1];

Fho = sf [{O, O, 0}1[[111;
Frh = Re[sf [h1]1[[3]111:
FrhOo = Re[sf [{0, O, O0}1[[3]111;
Fih = I m[sf [h1]1[[3111;

Fi hO = I m[sf [{0, O, 0}I[[3111;

w/Det [gmatri x] ;

V =
AdreCf AdreCf
g=|f[absorpt =1, -——  Fh, -[— (Frh+iFih)];
v Cos [6B] v Cos [6B]
(» Ligning (3.7) og (3.32) x)
Adre
g0 = If[absorpt =1, -—— FhO, -[— (Frh0+iFih0)];
v Cos [6B] v Cos [6B]

x1[a6 ] := e %2 ((1_-1g0) Cos[Aap[A6]] + L U[AB]);
(» Ligning (3.15a) *)

X2[A6_] : = ei¢02] ((1 -1 g0) Cos[Ap[A6]] - L U[AB]);
(» Ligning (3.15b) =)

ulfae_J: = \/g2 + ((L-190) Sin[ap[ae]])? ; (» Ligning (3.16) =*)
d
Ap[A6_ ] :=-27x— (Sin[eB] Sin[ae]); (» Ligning (3.31la) x)
A
d
¢[a6_]1:= 2xmn— (Cos[eB] Cos[a8]); (* Ligning (3.31b) %)
A
scattered[t_, a6_]: = -L ((X1[a6])5 - (X2[A6])%) et ¢leel;
2 u[ae]

(» Ligning (3.22) x)
scattconjugate[t_, A6 _] :=Conjugate[scattered[t, AB]];
intensity[t_, A6 ] :=scattered[t, A8] xscattconjugate[t, ABO];

intensity[t, Ae]]

Printed by Mathematica for Students

107



108

Tillegg A.nb

Plott for ulike situasjoner

Pl ot [{Re[Ts[Ae/3. 6, {2, 2, 0}, 15.26 %1.5, 1.5418, 2, 2]],

Re[Ss[a6/ 3.6,

{2, 2, 0}, 15.26 % 1.5, 1.5418, 2, 211},

{ae, -10, 10},

PlotStyle -» {{Red, Thi ckness[0.006]}, {Blue, Thickness[0.006]}},

Frame -» {{True, Fal se}, {True, Fal se}},

Axes - True, AxesOrigin - {0, 0},

GridLines -> {{-5, 0, 5, 10}, {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}},
BaseStyl e - Font Si ze » 12, AxesStyle -» {10, 1}, PlotRange » Al |,

FrameLabel - {"AG [arcsec]", I_} Rot at eLabel ->False]
I PN N
N AUTAV
0.6: \/ AV/\V/
N TAVAS
I_o 0.47 X \/
N \ \
-10 -5 0 5 10
A6 [arcsec]

Pl ot [{Re[Ts[O, (2, 2, 0}, t «15.26, 1.5418, 2, 211,

Re[Ss[0, {2, 2, 0}, t %15.26, 1.5418, 2, 2]]},

{t, 0, 5},

PlotStyle -» {{Red, Thi ckness[0.006]}, {Blue, Thickness[0.006]}},

Frame -» {{True, Fal se}, {True, Fal se}},

Axes - True,

GridLines -> {{1, 2, 3, 4, 5}, {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

BaseStyl e - Font Si ze » 12,

Pl ot Range » Al |, FranelLabel - {

1.0

0.8

(#Pl ot Label »" Transmi ttert
ey

Intensitet", %)

, " } Rot at eLabel - Fal se]
15. 26 um )

\ 1

|

/\/\

/\/\/\/\ N A
X

A A AN

A
JVV VA

JAVAVAVAVAVAY

2

3 4 5
t{um]
15.26 um
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Detaljer 1 Mathematica 8.0
for asymmetrisk Laue geometri

SetDirectory[
"C:\\Users\\Jofrid & G sl e\\Docunents\\Jofrid\\ Mast eroppgave\\ Skrivearbei d | atex"]

C:\Users\Jofrid & G sl e\ Docunent s\ Jof ri d\ Mast er oppgave\ Skri vearbei d | at ex
AppendTo[$Pat h, "C:\\ MBpO\\ X-ray-di ffracti on\\ Packages" 1;
Get ["sfcalc.ni];

conmpound
silicon

| ambda 1.0; (» Bal gel engde x)

Transmittert baglge

Lager en modul som regner ut den transmitterte balgen.

- deltaf setter avviket fra Bragg vinkelen med enhet (ﬁ))

- alpha er vinkelen mellom planene som sprer og overflaten med enhet grader
- hl er en liste som sette (hkl) verdienetil planene som sprer
- thick gir tykkelsen til krystallen med enhet [um]
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Deto siste parameterene er valgvariabler

Tillegg B.nb

- dersom pflag gis verdien 1 settes polarisasjonsfaktoren til & vaare lik cos(26), dersom pflag settes lik 2 blir

polarisasjonsfaktoren lik 1.

- en kan velge at det ikke er absorpsjon i krystallen ved & sette absorpt lik 1, settes den lik 2 vil det bli regnet

med absorpsjon.
Ts[deltae_, al pha_, hl_List, thick_, wave_, pflag_, absorpt_]:=
I\/bdule[{A, a, t, ne, 6B, 61, 62, Cf, re, d, s, Fh, FhB, Fho,

Frh, FrhB, FrhO, Fi h, FihB, FihO, v, g1, g2, g01, g02, G AG x1,
X2, U, A¢t, A¢s, ¢, transnmitted, transconjugate, intensity},
| anbda = wave;

A = | anbda;

2
a = — al pha;

360
t = thick;

1
A6 = deltag*x2 7 ——;
1000 = 360

eB =thetalhl, | anbdaj;

Ccf =I1f[pflag == 1, Cos[2=*6B], 1];
re=2.8179 %1075

d = dhkl [h17;

s = (t *10000 % Cos[a]) / d;
Fh = sf [h1][[1]];

FhB = sf[-h1]1[[1]];
FhO = sf [{0, O, O}1[[11];
Frh = Re[sf [h1]1[[3111;

FrhB = Re[sf [-h1][[3]111;
FrhOo = Re[sf [{0, O, 0}1[[3]111;
Fih= Im[sf [h11[[311];

FihB = I m[sf [-h1][[3111;

Fi hO = I m[sf [{0, O, O}1[[3111;

v=«/Det [gmatriXx] ;

el[a6_]:=a - 6B - Ae; (» Ligning (4.9a) =)

Sin[a - 6B] ae

62[A6_] := a + 6B - (» Ligning (4.9b) =x)
Sin[a + 6B]
AdreCf
gllae_] :=1If [absor pt =1, - FhB,
v Sin[el[ae]] Cos[a]
AdreCf
-[ ] (FrhB+ i Fi hB)]; (x Ligning (4.7) )
v Sin[el[ae]] Cos[a]
AdreCf
g2[ae_] :=If [absor pt =1, - Fh,
v Sin[e2[ae]] Cos[a]
AxdreCf
-[ ](Frh+iFih)]; (+ Ligning (4.6) =)
v Sin[e2[ae]] Cos[a]
Adre
g01l[ae_]:= If [absor pt = Fho,

' "V Sin[el[ae]] Cos[a]

adre
_[ ](Frh0+iFih0)];
v Sin[el[ae]] Cos[a]

Adre
g02[a6_] : = If [absorpt =

, - Fho,
v Sin[e2[ae]] Cos [a]
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Adre
- (Frh0+iFih0)];
v Sin[e2[ae]] Cos[a]

1
Glae_]:=— ((1 - 1g01[ae]) e *4% 121 4 (1 - 1g02[ae]) e 290201 );
2
(» Ligning (4.20) =*)
1
AG[A6_] :=— ((1 - ig0l[ae]) e*4¥' (49 _ (1 - ig02[ae]) e 24451291 );
2

(» Ligning (4.21) =*)

x1[a6_] :=et® (G[ae] + 1u[ae]);
(» Ligning (4.18a) =x)

x2[A6_]:=et? (G[aO] - L u[ae]);
(» Ligning (4.18b) =)

ufae_] : = +/ (gl[ae] g2[ae] et (40t 1201 +a9s[ael) _ (AG[a6])?);
(» Ligning (4.19) =x)

d Sin[eB] ae

At [A6 ]:= -2 ;
A Cos[a] Sin[a]

(» Ligning (4.17a) =)

dSin[eB] Sin[a - 6B] ae
APS[AB_] := 27

ACos[a] Sin[a] Sin[a + 6B]
(» Ligning (4.17b) =)
d Cos [6B] .
ACos[a] Sin[a]
(» Ligning (4.16) =x)
transmtted[t_, a6 _]: =
1 AG[A6]
((1_ i

¢p=2mx

AG[A6]

2 ufae]

(» Ligning (4.27) =*)
transconjugate[t_, ae_]:=Conjugate[transnmitted[t, AB]];

intensity[t_, A6 ] :=transmtted[t, A8] xtransconj ugate[t, Alo];

(x1[a6])° + [1+ i ] (x2[Ae])5];

urae]

intensityf[t, Ae]]

Reflektert bglge

Lager en modul som regner ut den reflekterte beigen. De innkommende parameterne er like som for den
transmitterte balgen.

Ss[deltae_, alpha_, hl_List, thick_, wave_, pflag_, absorpt_]: =
Nbdule[{)t, a, t, a6, 6B, 61, 62, Cf, re, d, s, Fh, FhB, Fho,

Frh, FrhB, FrhO, Fi h, FihB, FihO, v, g1, g2, g01, g02, G AG x1,
X2, U, A¢t, A¢pS, ¢, scattered, scattconjugate, intensity},
| anbda = wave;

A = | anbda;

27
a = — al pha;

360
t = thick;

1
A6 = deltaeox 27—
1000 = 360

eB =thetalhl, | anbdaj;
Ccf =I1f[pflag == 1, Cos[2=*e6B], 1];
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(*

(*

(*

(*

(*

(*

[ AdreCf
[ Adrecf
[ Adre

[ Adre

re=2.8179 % 10°5;
d = dhkl [h1];
(t *10000 % Cos[a])

d
Fh = sf [h11[[1]1];
FhB = sf [-h1][[1]];
FhO = sf [{O, O, O}1[[111;
Frh = Re[sf [h1][[3]11;
FrhB = Re[sf [-h1]1[[3111;
FrhO = Re[sf [{0, O, 0}1[[3]111;
Fih =Im[sf [h1][[3]]1];
FihB = I m[sf [-h1][[3]]11;
FihO = I m[sf [{0, O, O}1[[3111;

v=w/Det [gmatri x] ;

el[a6_]:=a - 6B - ae; (» Ligning (4.9a) =*)
Sin[a - 6B] A6

S =

e2[A6_] := a + 6B - (» Ligning (4.9b) x)

Sin[a + 6B]

Adref
gl{ae_]:=1f [absorpt =

, - FhB,
v Sin[el[ae]] Cos[a]

] (FrhB+ i Fi hB)]; (x Ligning (4.7) =)
v Sin[el[ae]] Cos[a]

AdreCf
g2[ae_1]1 :=If [absor pt =1, - Fh,
v Sin[e2[ae]] Cos [a]

](Frh+iFih)]; (» Ligning (4.6) =*)
v Sin[e2[ae8]] Cos [a]

adre
g01l[ae_] := If [absor pt =1, - Fho,
v Sin[el[ae]] Cos[a]

] (Frho + i Fi hO)];
v Sin[el[ae6]] Cos[a]

Adre

g02[ae_1:= If [absor pt = Fho,

" vsSin[e2[ae]] Cos [a]

] (Frho + i Fi hO)];
v Sin[e2[a6]] Cos[a]

1
G[a6_] :=— ((1 - 1 g01[ae]) e *4#1 1291 4 (1 - 1g02[ae]) e 2990201 );
2
Ligning (4.20) =x)
1
AG[a6_] :=— ((1 - 4 g01[ae]) e 4% 120 _ (1 - 4g02[a6]) e 24451001 );
2

Ligning (4.21) =x)

x1[A6_]:=et? (G[aO] + 1 u[A6]);
Li gning (4.18a) =)

x2[a6_1:=e1?® (G[aB] - L u[Le]);
Li gni ng (4. 18b) =*)

u[ae_] : = +/ (gl[a6] g2[a6] et (401201 +a9s[s0]) _ (AG[a6])?);
Ligning (4.19) =x)

d Sin[eB] ae

APt [AB_] = -2 ;
ACos[a] Sin[a]

Ligning (4.17a) =)
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dSin[eB] Sin[a - 6B] ae

APS[A6. ] := 27 ;
ACos[a] Sin[a] Sin[a + 6B]

(» Ligning (4.17b) =)

d Cos [6B] _
ACos[a] Sinfa]
(» Ligning (4.16) =*)

=2

g2[ae]
scattered[t_, a6 _]:=-

((x1[a6])° - (x2[n6])°) e*?;
2 ufae]

(» Ligning (4.29) =x)
scattconjugate[t_, Ae_] : = Conjugate[scattered[t, ae]];

intensity[t_, Ae_]:=scattered[t, A6] xscattconjugate[t, a6];

Sin eB
Abs[ﬁ] * intensity[t, Ae]]
Sin[a-6B]

113

Avvik fra Bragg vinkelen

Modul som beregner avvket fra Bragg vinkelen. Input verdiene er asymmetrivinkelen alpha med enhet grader,

en liste av (hkl) verdier til Bragg planene og balgelengden med enhet A.

aeos [al pha_, hl_List, wave_] : = l\/bdule[{a, A, re, eB, v, FrhO, FihO, vy, avvik},

| anbda = wave,;

A = | anbda,;
2

a = — al pha;
360

eB =theta[hl, | anbdaj;
re=2.8179 % 10°5;
Frho = Re[sf [{0, 0, 0}1[[3]11];
FihO = I m[sf [{0, O, 0}][[311];

v=«/Det [gmatrix] ;

Sin[a + 6B]
" Sinfa - eB]
rex?2Frho (1 - y)
avvik = ; (» Ligning (4.30) %)
27nvSin[2xe6B]
] 360 » 1000
avvi k * —]
27
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Plott for ulike situasjoner

Pl ot [{{Re[Ts[Ae, 140, {2, 2, 0}, 10.0, | anbda, 2, 211},

{Re[Ss[ae6, 140, {2, 2, 0}, 10.0, lanbda, 2, 2]11}}, {26, -2.5, 2.5},
PlotStyle -» {{Red, Thi ckness[0.006]}, {Blue, Thickness[0.006]}},
Frame -» True, Axes - True, BaseStyle -» FontSize -» 12, PlotRange -» All,

1° |
1", —} Rot at eLabel - Fal se]
1000 I o

FranmeLabel - {"Ae [

1.0
08l 1

| 06 1

o 04f ]

02} 1

Af [ ]

1000
Pl ot [{{Re[Ts [ae0s [140, {2, 2, 0}, | anbda], 140, {2, 2, 0}, t, lanbda, 2, 211},

{Re[Ss [a60s[140, {2, 2, 0}, | anbda], 140, {2, 2, 0}, t, |l anbda, 2, 2]11}},
{t, 0, 100}, PlotStyle -» {{Red, Thickness[0.006]}, {Blue, Thickness[0.006]}},
Frame » True, Axes - True, BaseStyle -» Font Si ze » 12,

|
Pl ot Range -» Al |, FranmeLabel - {"t [m]", —} Rot at eLabel - Fal se]
lo

0" Ty

0.8F

t [um]
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Symboloversikt

dhkl
d/
d//

Avstand mellom naboatom i fiktive plan

Absoluttverdien av basisvektorene i det reelle rom
Basisvektorer som definerer en enhetscelle i det reelle rom
Basisvektorer i det resiproke rom

Det totale bidraget fra den reflekterte stralingen
Innkommende kulebglge

Bolgen reflektert fra plan nummer s og > .~ AY — A,
Bglgen transmittert gjennom plan nummer s

Amplitude med dimensjon lik den elektromagnetiske bglgen multiplisert
med en lengdeenhet

Dempningsfaktor for absorpsjon i planene
Konstanter i generell lgsning for rekursjonsligninger
Magnetisk flukstetthet

Massehastighet 1 vakuum
Polarisasjonsfaktor lik 1 eller cos 265

Avstanden mellom to nabo Bragg plan
Avstand mellom to fiktive naboplan
Avstand mellom to naboatom i Bragg plan
Forskyvningsfelt
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Elektronladning
Absolutttverdien av feltretningen
Innkommende bglge

Spredt bolge

Elektrisk felt

Feltretning

Atomformfaktor

Ordinger atomformfaktor

Real og imagineer del av det komplekse korreksjonsleddet til atomform-
faktoren

Spredningslengden eller atomformfaktoren

Strukturfaktor

Real og imaginger del av strukturfaktoren

Systemets spredningsamplitude

Refleksjonskoeffisient for Laue geometri

Transmisjonskoeffisient for Laue geometri

Real og imaginger del av refleksjonskoeffisienten for Laue geometri

Real og imaginaer del av transmisjonskoeffisienten for Laue geometri
Oscillatorstyrke

Variabel for a forenkle uttrykkene

Variabel for a forenkle uttrykkene. AG = 0 vil gi midtpunktet i refleks-
omradet

Resiprok gittervektor

Gitterpunkt i det reelle rom. Aksene h, k og [ ligger parallelt med basis-
vektorene i det resiproke rom

Planskare i det reelle rom

Resiprokt gitterpunkt

Intensitet til innkommende belge, slik at T? = I,

Intensitet til totalt spredt straling

Intensitet til spredt straling

Tenkt stralekilde for den reflekterte bglgen fra plan nummer s
Total intensitet til reflektert bolge

Total intensitet til transmittert bolge

Totalt antall plan
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Bglgetallet i vakuum, k = %

Bolgevektor til bglgefelt, med indeks h for reflektert og o for innkom-
mende bglge

Kildepunktet for straling

Symmetripunktet til A om x-aksen

Spredningsvektor

Veilengde gjennom krystallen

Vilkarlig heltall
Elektronets masse

Brytningsindeks

Vilkarlig heltall i Braggs lov

Enhetsvektor langs feltretningen

Gitterpunkt i det reelle rom. Aksene nq, ny, n3 ligger parallelt med basis-
vektorene i det reelle rommet

Antall spredere per volumenhet

Antall elektroner i atom n

Elektrisk dipolmoment

Atomets dipolmoment
Observasjonspunkt
Symmetripunktet til P om z-aksen
Elektrisk polarisasjon

Refleksjonskoeffisient for Bragg geometri
Transmisjonskoeffisient for Bragg geometri
Vilkarlig punkt i planet

Posisjonsvektor i det reelle rom

Atomets/elektronets posisjon i enhetscellen

Klassisk elektronradius

Avstand fra et vilkarlig punkt i planet til et observasjonspunkt
Avstand

Avstand fra stralekilde til et vilkarlig punkt i planet

Realdelen til =

Tellevariabel for plan
Enhetsvektor langs henholdsvis de reflekterte og transmitterte bglgene
Amplitude og fase like etter plan s
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Amplitude og fase like fgr plan s

Tid

Total tykkelse av krystallen, produktet aj =t
Periode

Translasjonsvektor i det reelle rom

Variabel for a forenkle uttrykkene
Volum i en enhetscelle

Rgtter i andregradsligning
Atomnummer

Vinkel mellom Bragg plan og krystalloverflaten
Vinkelen den innkommende (indeks o) og reflekterte (indeks h) belgen
danner med aksen n;

Vinkelen den innkommende (indeks o) og reflekterte (indeks h) beglgen
danner med aksen ns

Sinus av vinkelen mellom den transmitterte bglgen og fiktivt plan

Sinus av vinkelen mellom den reflekterte bglgen og fiktivt plan
Vinkelen den innkommende (indeks o) og reflekterte (indeks h) bglgen
danner med aksen ns

“Dempningskraft” er innkodet i denne parameteren

Permittiviteten i vakuum
Vilkarlig y-koordinat

Bragg vinkelen

Vinkel mellom reflektert strale fra plan nummer s og aktuelt plan
Vinkel mellom reflektert bolge og Bragg plan

Vinkel mellom transmittert bglge og Bragg plan

Avvik fra Bragg vinkelen

Spredningsvinkelen, vinkel mellom transmittert strale og reflektert strale
Reell vinkel mellom innkommende bglge og Bragg planene

Vinkel mellom transmittert bglge og fiktivt plan

Vinkel mellom reflektert bolge og fiktivt plan



REFERANSER 121

K

Ho

g

¢r
s
A¢

Xe
X0

Un
Un
Yo

Spredningsevnen per lengdeenhet
Bglgelengde i vakuum

Lineer absorpsjonskoeffisient
Permeabiliteten i vakuum

Frekvens
“Fjeerkraften” innkodet i denne parameteren

Vilkarlig z-koordinat
Elektrisk Hertz vektor

Avstand fra stralekilde til origo, og videre til et observasjonspunkt

Elektrontettheten assosiert med atom nummer n
Elektrontetthet

Spredningsvolum til en krystall
Lysets hastighet i mediet

Hovedleddet i o1 og ¢g

Argument som angir faseforskyvning assossiert med veiforskjell til trans-
mitterte bglger

Argument som angir faseforskyvning assossiert med veiforskjell til reflek-
terte bolger

Avvik fra ¢ og ¢g

Dielektrisk susceptibilitet
Middlet dielektrisk susceptibilitet

Vinkel mellom reflektert bolge og normalvektor til krystalloverflaten slik
Authier (2001) benytter

Vinkel mellom Bragg plan og normalvektor til krystalloverflaten slik Aut-
hier (2001) benytter

Vinkel mellom transmittert bglge og normalvektor til krystalloverflaten
slik Authier (2001) benytter

Veilengde til reflektert bglge mellom to naboplan
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koeffisient, 44, 119
amplitude, 15, 30, 34, 37, 38, 44, 46,
47, 50, 53
annengradsligning, 64, 66, 90
Arsen, 100
asymmetrisk forhold, 95
atomformfaktor, 18, 19, 27, 41, 43
korreksjon, 19, 26
ordinar, 19
atomgitter, 22
atomplan, 55, 57

bglge
fase, 20
felt, 34
forplantning, 24
front, 20, 62
lengde, 20, 22, 23, 73, 76
ligning, 28, 34
tall
vakuum, 20, 38
bolgetall, 45
bglgevektor, 20, 31, 34
reflektert bolge, 61
spredt bolge, 23
transmittert bglge, 23, 61
basisvektor, 17
Borrmann effekt, 77
Bragg
geometri, 10, 53

lov, 24, 32, 47, 48, 54, 58, 84
plan, 39, 54, 57, 82

skjeering, 58

asymmetri, 84
symmetrisk geometri, 53, 54
teori, 37
vinkel, 23, 48-50, 54, 57, 65, 73,

74,76, 78, 83, 89
avvik, 55, 57, 85
brytningsindeks, 28, 45-47
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43, 45, 47, 53, 64, 76, 81, 101

dempningsfaktor, 43
dempningskraft, 25
dielektrisk

medium, 27

susceptibilitet, 16, 27, 28, 34
diffraksjon, 37

teori, 30
dipol, 15, 25, 28, 30, 34, 38

moment, 25, 26, 28
dispersjon, 37

flate, 34
dynamisk teori, 33

ekstingsjonslengde, 79
elastisk spredning, 24
elektrisk
dipolstraling, 28
felt, 20, 25-29
feltvektor, 41
Hertz vektor, 28
polarisasjon, 26, 27

123



124 REGISTER

elektromagnetisk intensitet, 31, 44, 50, 71-73
bglge, 20, 28, 34 forhold, 73, 74, 76, 77
straling, 21 integrert, 33

elektromagnetisk teori, 37 maksimum, 50

elektron interferens, 37
masse, 25 destruktiv, 40, 55
radius, 26, 41 konstruktiv, 22, 23, 37, 58

elektrontetthet, 27, 31
atom, 18 karakteristisk
Fourierrekke, 18 ligning, 64
periodisk, 17 rotter, 64, 65, 90

energibevaring, 33 Karbon, 98

enhetscelle, 17 karkateristisk
elektrontetthet, 17 ligning, 91
volum. 17. 41 kinematisk teori, 30, 33

Ewald. 15. 16. 24. 33. 34 komplekskonjugert, 50, 71, 72, 74
kulen, 15, 24 krystall

hgysymmetrisk, 87, 98

Ewald - von Laue teori, 16
overflate, 10

fase, 53 semiuendelig, 10, 15, 39
faktor, 45 tykkelse, 54, 73, 74, 76
forskjell, 63 volum, 32
ledd, 61, 65, 87, 89 volumenhet, 38
motfase, 40 kulebglge, 20, 37, 38, 59
skifte, 40 innkommende, 38, 41

felt matematiske, 20
retning, 21 reflektert, 38, 40, 41
vektor, 21

ladningsfordeling, 25

fiktive plan, 54
1ve plan, linezerkombinasjon, 66, 91

fjeerkraft, 25

foroverspredning, 41 magnetfelt, 21

forskyvningsfelt, 27, 28, 34 magnetisk flukstetthet, 27
frekvens, 20, 25, 38
Fresnel integral, 40

fundamentalteori, 34, 102

Maxwells ligninger, 16, 27, 34
multippel spedning, 33
multippel spredning, 15, 47, 53

Gallium, 100 optisk teori, 37
Galliumarsenid, 98, 100 oscillatorstyrke, 26
geometrisk teori, 15, 30 oscillere, 25

Germanium, 98, 100
gitterpunkt, 22 pendellgsningsavstand, 76
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periode, 20 Silisium, 73, 98
permeabilitet, 27 spredere, 30, 82
permittivitet, 26 per arealenhet, 38
plan per volumenhet, 38, 59, 84
felles fase, 58, 61 sprednings
skare, 17, 73, 76 evne, 19
planbolge, 20, 30, 34, 57 per lengdeenhet, 42
matematisk, 20 geometri, 24
reflektert, 46 lengde, 38, 41, 59
polarisasjon, 29 plan, 21, 24, 39, 41
av bolge, 21 prosess, 30
av mediet, 28 vektor, 24, 31
polarisasjonsfaktor, 21, 29, 41, 73-75, vinkel, 24
78 strukturfaktor, 18, 27, 31, 34, 41, 60,
posisjonsvektor, 17 75, 87

superposisjonsprinsippet, 66
rgntgenstraling, 19, 20, 34, 38, 41

randbetingelse, 66, 91 Takagi ‘Feori, 35, 102
reelle gitterplan, 15, 23, 33 testlosning, 91
reelle gitterpunkt, 17 tostralesituasjon, 24, 41
refleksjonskoeffisient totalrefleksjonsamplitude, 47, 48
asymmetri, 82, 84 translasjonssymmetri, 17
stgrrelsesorden, 42 translasjonsvektor, 17, 18, 31
symmetrisk Bragg geometri, 41, transmisjonskoeffisient, 43
46 .
lengde, 23, 40, 44, 57, 58, 61, 83
symmetrisk Laue geometri, 59, 71, verens 86’7 U T T T e
74,75, 78

vekselvirkning, 15, 25, 38, 41
von Laue, 15, 30, 33
asymmetri, 81
geometri, 10, 53
interferensfunksjon, 31, 32
interferensligninger, 22, 57
ligninger, 37
symmetrisk geometri, 54

refleksjonsplan, 55
refraksjonseffekt, 47
rekkeutvikling, 39, 40, 49, 71

Taylorrekke, 48, 49
rekursjonsligning, 33, 53, 55, 61, 62,

64, 81, 87, 88
lgsning, 64, 66
asymmetri, 88

resiprok

gitter, 15

gitterpunkt, 17, 24

gittervektor, 18, 24, 34, 41

rom, 17, 24
resultantamplitude, 46





